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TENTAMENEISEN

Het tentamen Inleiding Mathematische Logica a 127 C voor Iste-jaars
informaticastudenten wordt drie keer per Jjaar schriftelijk afgenomen.
De vereisten voor dit tentamen zijn:
a kennis van de leerstof zoals beschreven

- in dit dictaat;

- op de pp 1 - 36 en 68 - 81 van het boek Swart + Hubbeling (2).
b vaardigheid in het oplossen van vraagstukken; oefenstof in dit

dictaat en in de boeken Swart + Hubbeling (2) en Leblanc + Wisdom (1).

(1) LeblancH. + Wisdom W.A. - Deductive Logic. Allyn and Bacon, Bosten,

L®ndon, Sydney, Toronto. (2nd. edition).

(2) Swart H.C.M. de + Hubbeling H.G. - Inleiding in de Symbolische

Logica.Van Gorkum, Assen, Amsterdam 1976.

Delft, october 1983.



1.INLEIDING

Logica, leer der zevolgtrakkingen, gecft ons de middelen om zeldige redemeri:-
gen te houden. In de volgende alinea's wordt omschreven wat daarmee wordt bedoeldi
men zal zien dat het vrijwel onmogelijk is om alle daar genocemde begrippen te definizran.
Alleen daarom al zullen wij ons beperken tot de redeneringen die in de wiskunde vocr-
komen. Wanneer achteraf mocht bliken dat veel redeneerregels ook dbuiten de wiskunde
gebruikt kunnen worden, dan is dat meegenomen.

Een redenering ziet er zo uit. Men heeft een of meer ''gestelde' beweringen
(premissen); dan volsgt het woordje "dus" (of iets wat daaraan gelik wordt geacht; zic
straks); tenslotte komt een nieuwe bewering (conclusie). Bij een geldige redenerin;
"volgt' de conclusie uit de premissen. (Dat is mooi, maar zegt nog niet zovesl.)
Toegevoezd wordt dan: wanneer de premissen verondersteld worden waar te zin, o2t dz
conclusie ook als waar worden aanvaard. Weer anders (anders ?): het mag niet vocr-
komen dat de premissen waar zijn en de conclusie onwaar. (Gebeurt dat wel, dan hest
de redenering ongeldig, ondeugdelijk, fout.)

Een bewerinz is een zin, niet een vraag, niet een bevel, maar wel een zin
waarvan men kan zeggen: ja hij is waar, nee hij is onwaar. Er zit in elk gsval een
persoonsvorm van een werkwoord in.

Vooraf nog duidelijk opmerken: het is niet de taak van de logica (van het on-
derdeel formele logica, als men wil) om de waarheid van beweringen te onderzockexn.
Wel om geldizheid van redeneringen na te zaan, misschien nog beter: om geldige rede-
neringen vast te stellen.

s

Enige andere gzraag gebruikte termen (de op één regel genocemde zijn niet alle-
maal volkomen gelijkwaardig):
bewering (uitspraal:, mededeling, bevestigende zin,...)
redenering (sluitrede, gevolgtrekiing ('), bewijsvoering, argumentatie, inf
geldiz (deugdelik, juist, goed, gezond, correct, valide,...)
premisse (gestelde, aanname, onderstelling, hypothese, suppesitie, assumptie,...)
conclusie (slotsom, gevolg, gevolgtrekking ('),...)
dus (derhalve, hieruit volgt (logisch(erwijs)), (dit (alles)) sleept met zich uce/
heeft tot consequentie/impliceert,...)
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Om de zedachten ergens bij te houden beschouwen we de volgende voorbeelden.

Het is duidelijk dat u de als fout aangegeven redeneringen zelf had kunnen aanwijzex

en dat u bij de geldige redeneringen de conclusie zelf had kunnen opstellen.

I. 1k mens is sterfelijk. Napoleon is een mens. Dus: Napoleon is sterfeliji.
IT. Alle mensen zijn dieren. Socrates ziet cen mens. Dus: Socrates ziet een dier:
ZII. Alle wmensen zijn slim. Mensapen zijn mensen. Dus: lensapen zijn slinm,
IV. Leraren zijn oud. .llc bejaarden zijn lIeraar. Dus: Alle bejaarden zijn oud.
V. Sommige leraren zijn oud. Sommige generaals zijn leraar. Dus(fout): Somzie
csenerazls zijn oud.
VI. Sommise leraren zijn EZngels. Sommige Zwitsers zijn leraar. Dus(fout): Sommige
Engelsen zin Zwitsers.
VII. Paarden zijn dieren. Dus: Paardestaarten zijn dierestaarten.

VIII. Als in een driehoek twee zijden gelijc zijn, dan zijn de overstaande hoeken _olif:.
Dus: Als in een drichoek twee hoeken niet gelikk zijn, dan zijn de overstaance
zijden niet gelijk.

(Z1k van de volzende voorbeelden speelt zich af op een bepaald tijdstip op een “emaald:

plaats en naat over een bepaalde persoon.)
IX. Jan slaupt. Als Jan slaapt dan hoort hij de weliker niet. Dus: Jan hoort co
wekiter niet.
X. Jan slaapt of hij zit op zolder. Jan slaapt niet. Dus: Jan zit op zolder.
XI. (Dezelfde premissen als in X.) Dus(fout): Jan snurict.
XII. Jan zet ijs. Ir komt een auto voorbij. Dus(fout): Jan eet ijs omdat er e2n au*o
voor»ij liorit.

(') Woorden on -ing z'in soms vervelend cdubbelzinnis.
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Bij III merken we op dat premissen en conclusie onwaar zijn; bij IV zijn de pre-
missen onwaar en is de conclusie waar. Maar dat doet niets af aan de geldigheid van
de redenering; de conclusie is op correcte wijze getrokken.

Bij XI zult u zeggen: nee, het kan best waar zijn dat Jan snurkt, maar het volst
niet. Wel wanneer we bijv. deze premissen toevoegen: Als Jan slaapt dan snurkt hij;
als Jan op zolder is dan snurkt hij.

Men ziet dat elke twee beweringen voorkomend in premissen en conclusie zeker
één onderdeel gemeenschappelijk hebben. Bij zinsontleding komt dat te voorschijn. Om
te beginnen kijken we of een zin door middel van voegwoorden is samengeste’a uit andere
zinnen (u.c u;uuuc.}.t;club.&ua ofwel Jw;\.tuxenlﬁglbd, noofdstuk l, éaa\. niet VGI'-M'-‘-['>‘
Daarna ontleden we in onderwerp en gezegde (de predicatenlogica ofwel guantorenlogica,
hoofdstuk 2). In beide gevallen begeven we ons overigens buiten het boekje der taal-
regels: we beschouwen als voegwoord ook andere woorden dan de taalkundig als zodanis
erkende, en we rekenen tot de subjecten van een predicaat niet alleen het onderwerp
maar ook een of meer voorwerpen.

Nu moeten we laten zien dat we het in de wiskunde gem
ergens anders; hiertoe volgen we heel vlug en oppervlakkig &4
geschiedenis der wiskunde.

In een wiskundige theorie wordt uitgegaan van grondstellingen (axioma's),
waarin grondbesrippen voorkomen die niet of moeilijk te definieren zijn; uit deze
axioma's worden met behulp van de regels of wetten der logica andere beweringen,
stellingen, afgeleid. Zo althans werd het vroeger op school geleerd, en zo is het
grotendeelo nog. Die regels kreeg men overigens zelden te zien; ze werden in het

algemeen onbewust en goed toegepast. (Onze zerste taak zal straks ziin om deze re
op tz stc Tan.)

De meetkunde werd al lang voor cnze jaartelling geaxiomatiseerd; in dezelid
t{jd begon men de lozische wetten te onderzociien en op te stellen. n streven daartcii
was om uit te gaan van zo weinlg mogelijk beweringen, maar toch genoez om elk in de
bewusvractﬁy gebruikt begrip te tunnen hanteren. Bij nader kritisch belijken (in de
19 eeuw) bleek deaar nog veel aan te mankersn; zo werd ongeveer z2lles wat met crdenincs
samenhing “uit een plaatje" gchaald. Zerst tegen 1900 werd (door Hilbert) een vollzdi:
axiomastelsel opgesteld. Hierin werd nog van de ‘'omgzangstaal’ gebruik gemaakt:
woorden als punt, lijn, liggen op enz. kwamen in de axioma's voor. Later werd alles
"geformaliseerd', in formule gebracht: letters en tekens werden als afkorting voor
die begrippen en voor de '"logische bewerkingen’’ gebruikt. OC.a. om te vermijden dat
door het gebruik van ''gewone woorden weer ongewenste associaties zouden ontstaan en
verzwegen premissen konden insluipen.

Iets dergelijks gebeurde in de theorie der recle getallen. Natuurlijk was m
die getallen ecuwenlang lustig gerekend, zonder dat men precies uitgesproken had a
welke regels en eisen zij moesten voldoen - laat staan dat men gezegd had wat een
getal was. In de kritische tijd werd bijv. ontdekt dat eigenlijk nog nooit ''goed" be
wezen was dat V2 maal V3 gelijk is aan yy er moest nodig iets aan de theorie gzdaan
worden. Zerst (tegen 1370) werden de reele getallen met behulp van ingewikkelde con-
structies uit de rationale getallen (de gewone breuken) gemaakt. Daarna werden hun
"wezenlijke' eigenschappen vastgelegd in een ax:omastelsel (wederom door Hilbert ez
zelijktijdig met het mectkundestelszel), en dit kent men in de huidige tijd als minst
langzame manier van invoeren van het reele getal.

Zen klein onderdeel, de theorie der positieve gehele getallen, was al tegen
170 geaxiomatiseerd (door Dedel tind); het volgend jaar heeft Peano dat in een sefor-
maliseerde taal gebracht (en het betreffende artikel overigzens ook nojg in een kunst-
taal, esperanto-zchtig, geschreven.)
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U kunt nu wel raden waar het in eerste aanleg heen maat: de wiskunde maakt
haar zinnen zelf (dat worden formules, dus zekere tekenristen) - in de twee 1
hoofdstwliten wel voldoende omschreven (nrﬁClese def*nltle in Aanhangsel g.). D
wislunce bemoelt zica (zeker na 1900) niet met ''waarheid" van haar axioma’

niet hslemanal een grapje: 'De wisknnde is de wetenscha

srapje van Russell I E
we niet weten waar we over spreken noch of onze uitspraken waar zin.''). In &
wetten, redeneerrecels, worden (in eerste aanleg wederor) syntactische rezels,
resels voor U”Oddctlu van telkenristen uit tekenristen. Op naar hoofdstukien 1 &
waarin we de schriftelijke timmercursus krijsen. Antwoorden in Aanhangsel A.
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2.PROPOSITIELOGICA

In dit hoofdstul beschouwen we beweringen die we niet verder wensen of
hoeven te ontleden. Zij worden gebruikt om eor samengestelde zinnen van te maken, en
dat sebeurt door ze aan elkaar te koppelen met behulp van voegwoorden cf wat we in
de wiskunde daarvoor laten doorgaan (en, of, als, als-dan-, dan en slechts dan);
bovendien wordt het bijwoord 'niet'' toegelaten, het wordt ''toegevast'' op &én zia.
Aanzezien we deze woorden toch door tekens vervangen, zullen we niet meer van voeg-
woorden sprelten, maar van connectieven, junctoren.

In wiskundige beweringen staat de persoonsvorm van het werkwoord in de aan-
tonende wijs (indicatief) (en overigens ook in de tegenwoordige tijd); dit is vooral
van belan; voor de met ‘'als' samengestelde zinnen.

De betekenis van de junctoren moet blijken uit het gebruik dat ervan zemaait
wordt, dat wil zeggzen uit de ten grondslag liszende redenecerregels waarin zij voor-
koiien; wij moeten het eerst eens worden omtrent de aanvaarding daarvan. Daaroij
de (oorsoronkelitke) taalkundige betekenis een richtlijn geven en als benadering van
vertaling of uitspraak dienen.

et nadruk wordt gezesd dat het opschrijven of uitspreken van een met onze
Junctoren sanengestelde zin hier op geen enkele manier ecn verband legt tussen de
samenstellende zinnen of daarvan ool maar iets zegt. Dat laatste gebeurt bijv, in:
zin A is waar, zin A is onwaar, als zin A waar is dan is zin B waar, uit zin A volst
zin B, zin A impliceert zin B, de zinnen A en 3 zijn equivalent. Daar wordern de
samcnstellence zinnen genoend @
kennen aan een extra (meestal 4

)

r wordt iets van veweerd. llzn kan dat altiid he
e) versoonsvorm; de “wc; and zitten in A z2n
Cokk &l is dit klein uitstzziz in het abstract c m van ''use and
mention®) wat moeilijk, toch zal he: duidelik zijn dat men de junctorsn niet on I
zelfde wijze behandelt en dus inconsegquent te werk zaat, wannecr men ©ij de ene niet
en bij de andere wel een derde persoonsvorm toevoect. VWat denkt u zel? van iaand
die de eerste drie rehengu“dlse opewerkingen a+b, a S, 2-b 2ls volzt uitsereekt:
a2 plus b, a maal b, a is gelijk aan o (en die het laatste wil rechtvaardigen door
te zegzen: nu dat is toch zo, wanneer a min b gelijk is aan nul)?
{an nen op dit niveau werkelijk niet zonder werkwoordvorme
voltooid deelwoor?,
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n, georuik dan het

Verwarring op dit sebied is begrijpelitk. Want de meeste stellincen in een
wishkundige theoric zijn van het type A =5 B, A &« B . Deze stellingen =ijn "waar’ (als
men wil), in elk geval afgeleid uit de axioma's van de theorie. In dat wordt bij
het beschrjven van de theorle aangegeven door voorplaatsing van het woord ‘'stelling’
(theorema, propositie, lemma,...) of van een bijzonder teken (zie Aanhangsel 3). 3en
had ook lcunnen schrijven of denken: "A — BY is waar; met een derde persoonsvorm.
ljaar dan kan men ool: terecht sebruik maken van andere persoonsvormen, bijv.: Uit A
volst B, A is voldoende (voorwaarde) voor B, B is noodzalelijk(e voorwaarde) voor A
(dit laatste is wellicht ontstaan uit: =B = =A; zie voetnoot 6 blz.‘f).

rlaar we zullen niet meegaan met de gewoonte om te zeggzen: A impliceert B,

Dat betekent in de logica nu ecenmaal iets anders: A heeft tot logisch gevolg B, d.w.z.
A en D passen in cen correct redeneerschema. Bijv.:'=A A(Av3B)" impliceert "B (uit
de rezel: -A a(Av3B) dus 2).

Het hierna beschreven stelsel van "natuurlijke deductie (afleiding)" geeft
ook toeganz tot de "logica der constructivisten (intuitionisten)"., Zij erkennen de
rezel "a5A dus A’ niet; dat zou namelijk tot een voor aun onaanvaardbare redenering
leiden: "Niet alle dingen hebben eigenschap P; dus: er is 'n ding dat eisenschap
P niet heeft.” (zic %12.16). In onze tekst stoat overal waar van deze rezel gebruik
emnaaict moet worden, het woord ‘lilassiekil.

(1) Voor de tekens zie blz. 4.
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In dit hoofdstuix zullen we beweringen afkorten door hoofdletters A,B,... en
de connectieven door tekens; een op deze wijze geschreven zin heet ecen formule; een
redeneerregel met formules geschreven heet een redencerschema (-figuur, -type,
-patroon, -vorm).

Bij infixnotatie (het bewerkingstecken (operator) staat tussen de bewerkten
(operanden)) behoren automatisch volgens gewoon wiskundigz gehruik haakjes gezot te
worden., DB} profivmotatije (bet beworkingsteken staat vd8r de bewerkte(n)) hoeft dat
niet, mag wel (wij doen dat niet). We zullen alleen het teken voor 'mniet' prefix
ochrijven. Haakjesbesparende regels zullen niet voorkomen behalve de heel gebruike-
lijke: buitenhaakjes weglaten.

Nu volgen de voor onze samenstellingen meesi gebruikie namen en tekens en
uitspraak dasrvar (in gelijkgenummerde voetnoten vindt men andere benevens padere
gegevens).

(1) de negatie van A; =A; niet-A.
(2) de conjunctie van A en B; (AAB); A en B. (A,3 heten de termen ervan.)
(3) de adjunctie van A en B ; (AvB); A of B. (A,B heten de termen ervan.)

(4) de subjunctie van A en B; (A 5 B); als A dan B, (A heet het antecedent en B
het consequent ervan.)

(5) de bisubjunctie van A en B; (A &5 B); A dan en slechts dan als B. (A,5 heten
de termen ervan.)

(Heeft men geen zin in buitenlands, zeg dan: niet-zin, en-zin, of-zin, als-dan-zin,
dsd-zin.)

Op blz.fa vindt men een z2antal redeneerschema'’s, somiige voorzien van de
middeleeuwse namen of van de {meestal ook middeleeuwse) gebruilers.

De premisse(n) staan boven de streep, in willekeurige volzorde (ze cunnen
onder elkaar geschreven worden, maar ock naast elkaar, zescheiden door komma's of
grote spaties). De streep staat voor 'dus' (of synoniemen, zie blz.1); wordt het
gehele schema op é&n regel zeschreven, dan maken we er .°. van (moderner tekens
in Aanhangsel B). De conclusie staat onder de streep.

Gevraagd wordt vooreerst: wat denkt u van deze redeneerregels? Zet vooral
vraagtekens waar u iets twijfelachtigs tegenkomt!

(1) Uitspraak oolk: non-A. Andere tekens: ~A (met kromme N).
(2) Uitspraak ook: zowel 4 als B, A en tevens B. Andere teiiens: (A&B), (A.B), (AR).

(3) v komt van het latijnse woord ‘'vel'. Andere uitspraken: A of B of beide,
A of/en B (juridisch), eng. A and/or B. Oud teken: (A+3). De naam adjunctic
is van Behmann. De helaas veel gebruikte namen disjunctie, alternatief, horen
oorspronkelijk thuis bij een ander "of" (lat. aut) waarvoor andere regels gelden
(zie blz.6); vergelij: de uitdrukking "disjuncte verzamelingeni’. Voor de wis-
kunde is "aut' niet practisch.

(4) Eng. naam: conditional. De naam subjunctie is van Lorenzen. Wij zullen het
niet "implicatie' noemen (zie blz.3). Andere wijzen van uitspraak: B (dan)
als A (B if A), A slechts dan als B, A alleen als B (A only if B). Deze al-
thans in het wiskundig gebruik; vergelijk bisubjunctie. (Voor omsgangstaal zie
nog voetnoot 6.) Andere tekens: (A D> B), (Ar~B). llen noemt nog B 3 A de om-
Xering van A » B en -B + -A de gecontraponeerde van A 5 B,

(5) Eng. biconditional., De enige junctor die door iedereen onmiddellijk op de vorige
wordt teruggebracht: afkoring van ((A » B)A (B 5 A)). Uitspraak: als A dan B
en omgekeerd; A if and only if B; A iff Z (Halmos); A genau dann wenn 3B.

Ander telzen: (A = B).

(6) Zen voorbeeld uit de omgansgstaal: Ik zeef toestemming (T) (,maar) alleen als je
een goed rapport meebrengt (R)., Dat schijnt te beteckenen: als niet-R dan niet-T
en tegelifk als R dan T. Nu is =R » -T een zcvelz van T 3 R, en leidt (klassiek)
tot T + R (zullen we ziecn), zodat het zeheel wordt: R & T.

_'/._



Redeneerregels

A, A+ B ‘ A . A3 (BasC)
modus (ponendo) ponens -—--7-————3 B A commutatie 35 A0
hypothetisch syllogisme A Ef)% 2 C
modus tollendo tollens ﬁ_’ﬁ:_lsi ; Devanvorm 5—’-—-'-'-%—’—2
s A+ B A + B . + B -A 4 -B
coantrapositie B+ A ' Baod | klassiek ook nog B s A’ T oA
reductio ad absurdum AsB ;AA 2 o8 3 kKlassiek ook nog AsB, A3 B
A A (A 2 B) , -(A » B)

Duns SCOtus T F 1 A a3 ‘ :'-—-:B——— i klassiek ook nog ——F—
. . A, ~A A . <=4

ex falso sequitur quodlibet B I —y s klassiek ook =

in contrarium A :A"A ; klassiek ook nog oA Z A clavius

Peirce's implication _(_A__z_%);_l_\_ (klassiek!)

A, B lAAB AnB | A3B,AaC

A AB A ' B i A s (B AC)

. As (BaC) . (AArB)ascC

mprt AB sC Y 151850

gedeeltelijke contrapositie %:,?g : SB ’ Ez g% : :g H

A
2N
. (AASB) 9 C (A A=B) » <C
klassiek ook nog Gral) a3 'S B

A A 13
modus popendo tallens —’3——’—-%(3—'5——'1-3—) ; klassiek ook zog (nevenvorml Ao s(AAoB)
-(A A B) A 9 B A+ 3B L . ~(A A-B)
A 9 a3 -(AAB) “(An-B) klassiek ook nog A33B
AA~3 A As3 Ly . -(A 3 sB) .(A 3 3B)
TAs ) ' Aa3y ) klassiek ook omgekeerd TS W)
} A B | AsC,BaC | . . AvB,A3C,BaC
AvsS ' ivs | A v 3y 3¢ ] constructief dilemma C
uitgebreid constructief dilemma AvB, é : g , 32D
destructief dilemma As (Bv C)A’ B, o€ ) A>B,C2D,BvoD
- <A v aC
), modus tollendo ponens 2“:—’-5-1&—\'—3- ; nevenvorm _A_,_;i\__v_B_
AvB sAvB . -A + B A+ 3B
[ Aa3 ' Aiad klassiek ook omgekeerd ——>= , v
. Ockham ("de Morgan') H en omgekeerd :‘?ﬁﬁ? (verder nog :'(%{’:\—:?y )
3. Ockham ("de Morgan") H (en verder —I%AIV_BBT ); klassiek ook omgekeerd l%%
- A= - -
Ao (sBvC) A2 (BvC) | o . (A~B) o C (Ar-B) 3 C
L vwy-) Rl g W) 2 T ’)kla?s"“k)”k omgekeerd y=STEVC) ' A 9 (BvC)
i . , . A+ (BvC), (AaB) 2 C A+ C,A2+D,BsC,BaD
Peirce's Schnitt A C TAvE) o (C~D)
5. AVvaB (A +B) 238

Russell >3558 ; klassiek ook omgekeerd A
A-)c,B-)D‘AVBiﬂ(C'\D)
(C94) ~(D s 3)

Hauber



Al deze redeneerregels, waarvan sommige eigenaardig aandoen of op het eerste
gezicht zelfs betwijfeld worden, kunnen worden afgeleid uit tien grondregels die in
de wiskunde algemeen aangenomen worden. Per voegteken hebben we een (of twee) regel(s)
die het teken invoeren, d.w.z. het staat niet in de premissen, maar wel in de con-
clusie, en een (of twee) die het teken wegwerken. Voor n gebruikt men de eerste
drie op regel 10; voor v de eerste twee op regel 17 (ze blijven vreemd) en de laatste
op die regel; voor - de reductio ad absurdum op regel 5 en de laatste op regel 7 (de
constructivisten gebruiken in plaats daarvan'A, -A dus B'op regel 7; op blz.A2 ad ?
vindt men dat deze regel ook ter beschikking van de anderen is); voor = de modus
ponens op regel 1, en ter invoering een nieuwe regel die van school bekend is, vooral
uit de meetkundeles. Toen daar een of andere stelling in de gedaante "als A dan 3"
moest worden bewezen, was de gang van zaken kortweg zo: Stel A, leid nu af Bj dan is
(onafhankelijk van het gestelde A) aangetoond: als A, dan B.

Deze regels werden in de practijk altijd toegepast, ook al had de logica, zeker
in de jaren 1370-1930, een meer axiomatisch tintje (waarover nader in Aanhangsel C).
In 1934 werden ze wat meer in het middelpunt van de belangstelling gebracht door
Jadkowski en vooral Gentzen; de '"'natuurlijke deductie’’ ging in de logica (weer) haar
intrede doen.

We zullen de reszels en de afleidingen opschrijven op de manier door Fitch in
1952 aangegeven; zoals altijd is het eenvoudiger om het spel te spelen dan de spel-
rezels precies op te schrijven. Hij zet elke nieuw>.formule op een nieuwe regel, het
geheel achter een verticale streep; de aannamen (premissen), in willekeurige volg-
orde opgeschreven, worden van de rest afgescheiden door een horizontale streep. Dan
komen, ook in willekeurige volgorde, maar een voor een, de gevolgen (conclusies) die
uit de aannamen en de reeds opgeschreven formules met behulp van de gzrondregels te
trelken zijn. Doet zich de behoefte van een nieuwe aanname (stel..) voor - dat ze=-
beurt zeker bij invoering van 3 en dus ook overal waar in de andere grondregels in
de premissen een 3 voorkomt - cdan wordt deze in een nieuwe kolom rechts gezet, en
deze kolom wordt ook van de nodige strepen voorzien. liet dien verstande dat bij toe-
passing van het dilemma twee kolommen onder elkaar koilen te staan. De oorspronkeliike
aannamen blijven deze ‘ondergeschikte™ kolommen beheersen; zij en de tot dusver in de
hoofdkolom opgeschreven formules mogen in de nevenkolommen sebruikt worden., Is in
de nevenkolom bereikt wat men wil, dan springt men in de hoofdkolom terug met de
toegestane conclusie; de nieuwe aanname heeft zijn dienst gedaan en wordt buiten
werking gesteld.

Practische wenken bij het opstellen van een afleiding (die doecr iemand voorge-
steld wordt; de conclusie is bekend): begin bovenaan en onderaan. Is de conclusie
van type P » Q of P, stel dan P en probeer Q resp. een tegenspraak te bereilken, IS
de conclusie van een ander type (vooral PvQ), dan moet men meestal -(Pv Q) stellen
en een tegenspraak zien te bereiken; in de hoofdkolom komt dan ==(Pv Q) en dan PvQ.
(Cp blz.3 is ter waarschuwing het woordje i'klassiek' toegevoegd). tlen mag bj de af-
leidingen ter versnelling gebruik maken van reeds afgeleide redeneerregels (immers
de afleiding van zo een nieuwe regel kan altijd op de betreffende plaats tussenge-
schoven worden).

Soms gelukt de afleiding niet; dit wil dan niet zeggen dat de conclusie onaf-
leidbaar is. In hoofdstuk 2 wordt een methode beschreven om te vinden 6f hij afleid-
baar is; is dat het geval, dan moet de afleiding met de in hoofdstul: 1 beschreven
regels te vinden zijn. In hoofdstuk 2 staat ook een betoog dat ons misschien kan
overtuigen van de onmogelijitheid om uit onze rezels een tezensprazk al te leiden.

Len onverwachte toepassing van de regel ter invoering van 9 15 deze: hebben we
uit een enkele premisse P de coaclusie § afgeleid, dan lkunnen we zonder enige aanname
P 5 Q afleiden. (Zet een nieuwe verticale streep voor de afleiding en schrijf in deze
lege hoofdkolom P 4 Q na de nevenkolom!) Hetzelfde kan zich voordoen wanneer uit de
enkele premisse P een tegenspraak volgt; men kan dan in ceen nieuw te maken hoofd-
kolom de conclusie =F opschrijven. Illen spreekt van een ‘'zonder aannamen aigeleide
formule'’, kortweg ‘‘these''.

Tenslotte is het toegestaar om een stel »renissen te spreiden over meerdsre
olommen: zet de eerste prenisse in de hoofdliolom, de tweede in een nevenkelom, e:
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feninzen. Laat zien dat de redeneerresels op blz.$ met behulp van de dovenstaande

srondregels kunnen worden verkregen. (De afleidingen staan op blz. 2o+ 2f)

Leid de volgende formules (in totaal 42) af zonder aannamen.

-4 — =-=A en omzekeerd (d.w.z. ===A => =4; dergelijk in het volgende).
(AAB) = (3 ~A) en omgekeerd; evenzo voor v,
((AAB)AC) = (A~ (3 AC)) en omgekeerd; evenzo voor V.

L — (A nA) en omgekeerd; evenzo voor v, - Andere voegtekens zijn: o (dgn an
((Av3)A(AvE)) o (Av(BAC)) en ommekeerd §J:egnts iianua;s) en e (lorter +;
© oY T AR T aAe T HohiLEs *  0I-0f-; latijn: aut). Regals:

((AAB)v(4AC)) = (A~(BVC)) en omgekeerd. | AmB , 3—A | Z oL Ae 3
((AAB)V A) = A en omgekeerd. ; Ae3B A3 o=
((AvB)AA) — A en omgekeerd. | A, oB A, B A, A+3- o, A4S

la+3’'42+B’' 4B ' B
(A= (B=»C)=((A=B)—=>(A—C)) en omgekeerd. ! fr (4eB) ( 3)

i Leid af: A+3) = (L & B) en on-.
(A-3) = ((C—4)—(C—B)) i K -
(A=B) = ((35C)=(a=C)) 0 (A4B) = ((Av B)~ a(Aal)) en om-,
((A=B)=»C) — (B=C)
((A—?B)—?C) — (A—#(B—*C)) (|) Men nag gebruik
((AvB)=C) — ((A=C) A(3-3C)) en omgekeerd. malizn van reeds
- ) afgeleide rezels.
(C=(4~B)) = ((C=A) ~(C—>B)) en omgeizeerd.
((A=C) v (3=9C)) = ((A~3)=»C); omgekeerd klassiek.
((C=A)v (C=3)) = (C—(LVv D)); omgekeerd ilassiek.
1(A [o) HA)
Av Sh
Av(A=DB) zlassiek. S55) (AA(BvC)) = ((An~3)v0)
(A=3) v (3=4)
(A>E) v (3-C)

Laat zien ('™ewis) dat de constructivisten in plaats van hun regel === de¢ modus
= ” Pl

A A ™
A "AV D
tollendp poneis ——l——= kunnen nenen.
L



Taaloefeninzen

T1)

T2)

T3)

T4)

T5)

T6)

T7)

TC)

TS)

T10)

If rain continues, then the river rises. If rain continues and the river
rises, then the bridge will wash out. If continuation of rain will wash the
bﬂﬁﬁe out, then a single road is not sufficient for the town. Either a
single road is sufficient for the town or the traffic engineers have made a
mistake. Therefore the traffic engineers have made a mistake.

If 25 divisions are enough, then the general will win the battle. Either

3 wings of tactical air support will be provided, or the general will not

win the battle. Also, it is not the case that 25 divisions are enough and
that 3 wings of tactical air support will be provided. Therefore, 25 divisions
are not enough.

If there are no government subsidies of agriculture, then there are government
controls of agriculture., If there are government controls of agriculture,
there is not an agricultural depression. There is either an agricultural
depression or overproduction. As a matter of fact, there. is no overproduction.
Therefore, there are government subsidies of agriculture.

If ‘Adams joins, then the club's social prestige will rise; and if Baker joims,
then the club's financial position will be more secure. Either Adams or Balter
will join. If the club's social prestige rises, then Baker will join; and if
the club's financial position becomes more secure, then VWilson will join.
Therefore either Balter or Wilson will join. (2 gedeelten van premissen zijn
overbodig!)

If the contract is valid, then Harry is liable. If he is liable he will 3zo
bankrupt. If the bank will loan him money, he will not go banitrupt. As a
matter of fact, the contract is valid and the bank will loan him money.
(The set of premises is inconsistent.)

Stelling II: Zen functie f gedefinieerd op D kan in P slechts dan een extreem
hebben als 1) P zeen inwendig punt is van D, of 2) P cen inwendig punt is van
Den f in P niet differentieerbaar is, of 3) P een stationair punt is van f.
Deze stelling volgt onmiddellijk uit (zeggea d2 schrijvers)
Stelling I: Als f in een inwendig punt P van D een extreem heeft en f is
ifferentieerbaar in P, dan is P een stationair punt van f.

Luklides geeft dit bewijs van de stelling "Zijn a en n positieve gehele getallen,

L . n .
dan is a deelbaar door elke priemfactor van a ," Immers, waas a niet deelbaar

n-1 n-1
a

. n n
door de priemfactor p van a', dan zou, daar a~ = a.a '

- . n-2 _n- 2 .
door p. Evenzo zou dan a y & 3,...,a , & deelbaar zijn door p. Samenvattend:

was a niet deelbaar door p, dan zou a wel deelbaar zijn door p. Dus (zegt
Euklides) noet a wel deelbaar zijn door v.

deelbaar zijn

Demoliritos redenecerde: had Protagoras zelijk met de opvatting dat elke voor-
stelling wanr is, dan zou ook de voorstellinz "niet elke voorstelling is waar!
waar moeten zijn. Dus is het niet waar dat elke voorstelling waar is.

Een redenering van Pascal kan als volgt worden samengevat: Bestaat God, dan
is er alles voor, zijn bestaan aan te nemen; bestaat God niet, dan is er niets
op tegen, zin bestaan aan te nemen. In elk geval doet men het verstandigst,

zijn bestaan aan te nexen.

There is a story about Prota_oras, no doubt apocryphal, which illustrates the
connection of the Sophists with the law-courts in the popular mind. It is
said that he taugit a young man (Zuathlos) on the terms that he should be paid
his fee if the young man won ais first law-suit, but not otherwise, and that
the young man's first law-suli was onc crousht by Protazoras for recovery of
his fee.



De boommethode

Op blz.1 hebben we gezegd:"Uit taalzin 1 en taalzin 2 volgt logsisch(erwijs) taal-
zin 3" moet zoiets betekenen als: de genoemde zinnen passen in een algemeen redeneer-
patroon. Nu kunnen we het iets preciezer zeggen: we krijgen taalzin 1,2,3 uit opvolgend
de formules P,Q,R door substituties voor de letters A,B,..in die formules voorkomend,
en de redeneerregel (redeneervorm) "P,Q, dus R" is (in het totdusver gebruikte systeem
natuurlijk) juist (correct, geldig). Men zegt ook graag: ''taalzin 1 en taalzin 2 impli-
ceren taalzin 3". Zo kunnen we zeggen:

"2+2=4" impliceert "als 2+2#4 dan is de maan van kaas gemaakt' (regel A dus =A»B")

"2+2=4 en 2+2#4" impliceren i'de maan is van kaas gemaakt' (regel "A,-4 dus B),
maar niet: "2+2#4"impliceert "de maan is van kaas gemaakt" (regel ""A, dus B is er niet).
- Ook zal min of meer impliciet duidelijk zijn geworden - het geldt voor een eirndig
aantal premissen P.,..,P_ (minstens een), maar we spreken het uit voor twee -

Indien uit P'en Q Bfleidbaar is R, dan is uit P,Q,=R een tegenspraak (contradictie)
afleidbaar (namelijk R en =~R) (Hen zegt dat P,Q,-R strijdig (inconsistent) zjn.) Ook
omgekeerd: is uit P,Q,+R een tegenspraak afleidbaar, dan volgt R logisch uit (is afleid-

baar uit) P en Q. (Overal is bedoeld: afleidbaar met behulp van het onder- P
havige systeem van logica.) @
Deze beweringen, waarvan wij waarschijnlik graag zeggzern dat ze waar zijn, :_7,R

zijn bewerinzen over (het hier gebruikte systeem van)de logica, zogenaamde R
metastellingen. Andere voorbeelden: . b2

De formule A3(33A) is zonder aannamen afleidbaar. hier de .

De redereervorm '-(A3B) dus A A -B" is juist. gestelde= o, o

De formules A3(B9C) en (A ~B)sC zijn equivalent (d.i. uit afleiding o
elkaar afleidbaar). T
- Totdusver hebben we in onze afleidingen van twee kanten xunnen werken, omdat de
conclusie ons voorgeschoteld was. Maar dilcwijls hebben we te maken met premissen P,Q,..
(opgebouwd met behulp van junctoren uit niet nader te ontleden elementen A,B,..) waar-
bij we een conclusie maar moeten vinden. Soms lukt dat door lukraak een van dis elesnen-
taire formules (A,=d4,.) te stellen en te zien wat er gebeurt. Vier voorbeelden met
antwoord (afleidingen blz.A 5): (AvC) 2 (AAC), (24 A=C) 9 =B, BvalA e C) geven a,
3, C; A3 (aBvC), B = (i4a =C), 5(C % B) zeven -B,C en het lukt niet om iets van A t
weten te komen (d.w.z. A hetzij -A af te leiden); omgekeerd vinden we dat uit -3 en C
de premissen af te leiden ziin en dat zeeft ons de geruststelling dat we niets overge-
slagen pebben (dus dat A er niets toe doet); 4 5 (3 9 C) en ~((A » B) » C) geven -4 en
~C en omgekeerd; (.a3) 9 C, =4 9 D, =(3 9 (CvD)) zin strijdis.

Voor de klassieke logica (de door ons hier gebruikte) is het mogelik om wat meer
systematisch te werk te gaan. We gebruiken «-regels (die aanleiding geven tot afbraai)
A3 AsB a(AvB) (A aB) o-4

P

4

T TS T e 3 en B-regels (die aanleiding tot splitsing geven)
- - '
(AAAD) A > B o . ’
:Ai, ; v Txop ©n bij AvB maken we de uit school bekende zebaren / "\ (ilen kan
-
nog toevoegen A & B A+ B ) We gaan zo te werk. De premissen (2n

eventueel de (AaB)v(aAr=3) ' (Ar=B)v(=avB) negatie van de conclusie, wannecer we
een voorgestelde redenering willen controleren) komen onder elkaar te staan; de elemen-
taire conclusies van een &-regel ool:; bij een f-regel maken we twee takken. Zn zo gaan
we door totdat alle niet-elementaire formules opgebdruilt zijn (in ons klad kunnen we

ze doorstrepen; in gedrukte tekst moeten ze worden afgesjekt). Staat er nog een f2-pre-
misse vd4r een vertakkins, dan moet hij in elke tak in rekening worden zebracht. Xomt

in een tak ecn tegenspraak voor, dan sluiten we hem af met bijv. cen kruisje. We krijzen
steri het volgende vernioeden: zijn alle takken afgesloten, dan volgen uit de premissen
alleen maar tegenspraken en dan zjn ze strijdig; blijven er enize takken open, dan volgt
de adjunctie van de conjuncties der in de open takken overblijvende elementaire formules.
\le moeten wel ers oppassen met dit zonder meer te slikksn, want eigenlijc hebben we hier
een tweede systeem ontwiltkeld om een afleiding te maken. Het precieze bewijsVkost enige
bladzijden en is voor een inleidende cursus niet interessant; we verwijzen naar een aan-
hangsel of naar de literatuur. Wel zullen we aan enige voorbeclden laten zien dat een
“boomstructuur’ in een gebruikelijke afleiding kan worden omgezet, en dat geeft voldoen-
de vertrouwen, (Wat wel vrii mauw volyt, is dat de conjunctie van de elementaire for-
mules in een ovpen tak alle daarboven staande nietelementaire formules impliceert; we
van /i en D besluiten op AAB, en verder kunnen alle zenoernds rejels worden omgokeerd.)

(1) (dat we niets wezenlijk nieuws doen)

-9-



AvB AA~AB A5 B a=A A B A+ B Structuurregel:
N\ A YN A RN tak afbreken
A B B -A B A <A A -4 wanneer tegen-
“(AvB) ~(AAB) (4 3 B) B -B -B E §praak bereikt
i /\ A 1s8.
-B -A -B -
1 (AaB) 3C (A1) [ (aAaB) acC
2 =A 9D (Az) -A % D Om de overcenkomst tussen boom
3 o(B % (CvD)) L7C) | .(B 5 (CvD)) en afleiding beter te laten zien,
L B B zetten we dic twee bij PvQ be-
5 ~{(C»D) -(CvD) horende ondergeschikte afleidin-
3 .7 «C o -C gen (stel P,..; stel Q,..) naast
g )/’ Q. =D elkaar in plaats van onder elkaar,
v
9 =4 (v5) D "A_HE D Het invullen van de afleiding
10 A x A va gebeurt aan de hand van de boom!
11 - 1 X
12 -(A+3) (v6) C ' <(AAB)VC
13 N0 x |1 i=(A~B) iC
1‘4' -;A -nB I i IHAV-(.B ,}—6‘
15 x X i fi | =B iX — (Al AA:J——}C
- K x|
o Ix |
X '
X (X willekeurig;
neem overal S a aS)
Vb2 "‘1‘"“}\(? (3 +C) ((( g A2 (B » C)
— 2 =((A 9 B)sC) ) 1 a((A 9 B) 50C) -~
3 AsB A 5B — A= C
A C ~C |
5 / \\\ -av B
6  .A 3 =A B
Y ANIVAN 1 1
3 sh 33CY 4 BaC ~4v (B 5 C) ~Av(B 3 0)
9 /N /\ | =i BsC ~A  |BasC
10 B C aB C 1 -BvC L BvC
11 X X X IqAAqC -B C min=C ":_BL !L
| 6 (. 5 ]4
| L X x X
| i shaaC X
..Al;--,c ~AaC AanC X willekeurig; neem
- overal =4 a =C
- qA/\'-vC
ks e, (43 C) t A 3 (<BvC)
2 D 9 (AAaSC) B o (AaC)
3 +(C 43) ~(C » B) H(A:AAZ)—%C
4 o C
5 =B -B
6 /T -Bv (AAaC)
'Z '!B AN -yc {."’_B__ | A A HC
S N v A |1 | -C
9 -l -BvC -C .-u;V(qBVC) !L}
10 A\ x U [sA aBvC [X (neem =l AC)
11 -3 C i A T T ol !
12 S L |
13 b | "aBaC 1aBaC |
1 1 aBaC 1 =3nC i
15 | -BaC
15 1 «3aC

—i0-



2.PREDIKATENLOGICA

Inleiding . N , : . .
Niet alle redeneringen kunnen met behulp van de junctorenlogica worden

beschreven; de zinsontleding moet soms verder gaan dan die van het verig hoofdstul,
de samenstelling met voegwoorden (en wat wij daarvoor laten doorgaan). Onderwerp en
gezegde (subject en predicaat) komen nu aan de orde. Bijvoorbeeld:

Honden zijn dieren; 'n dier sterft; dus: honden sterven.
Geen rund heeft snavels; vogels hebben snavels; dus: geen rund is een vogel,

Sommige schapen zijn zwartharig; zwartharigen zijn niet blond; dus: sommige
schapen zijn niet blond.

Wanneer iets zeldzaam is, is het waardevol; sommige stenen zijn niet waardevol;
dus: sommige stenen zijn niet zeldzaam.

Het gedeelte van de logica dat zich met dergelijke redeneringen ophoudt,
heet syllogistiek. Daar komen twee premissen voor, waarin drie begrippen optreden,
en in de conclusie is cen van die begrippen niet meer aanwezig. De gebruikte zinnen
worden tot vier typen teruggebracht:

(A) alle a zijn b (elke a is b)

(I) sommige & zijn b

(Z) geen a is b (elke a is geen b, -is niet-b, -is on~b)
(0) sommige a zijn geen b (-zijn niet-b, -zijn on=-b)

iij zouden dit met een heel klein beetje verzamelingsalgebra kunnen aa
(A zij de verzameling der dingen a, dus "s is ('n) a” wordt "'s € .'' (is elemen
type (A) wordt .\ & B (de verzameling A is deel van de verzameling E), maar ook

An2 = g (3e doorsnede van A en het complement van B is leez),

type (I) werdt X n B # {,
type (E) wordt a < B ofwel A A B = Z,
tyoe (0) wordt A n B £ ¢,

waaruit we meteen zien dat I de regatie is van E, en O van A.
(\Wii zouden 3de nezatie van A willen schrijven als hetzij (1) "Niet:alle 2 ziin
als (2) ‘.ille a zijn-niet b, maar het blikt dat in het spraakgebruik {(7) wordt opge-
vat als ‘'niet-alle a zijn b, d.w.z. als "'sommige a zijn niet-b" (dus toevallig 7joed),
en (2) als "alle a zijn niet-b", dus als een S-zin.)

b Wil e mad
zHhin B \

De zenoende voorbeelden kunnen zo worden zesymbolisceerd:

HeD, D£S; dus He S (S is de verzameling van sterfelike wezens),

RAS=@, VeS; dusRAV =g (S is de verzameling der snaveldragers),
~ - C . - .

SAZZP, 2¢cB;dussAB® £gF (S is de verzamelins der schapen),

c
Zgl, SAU #£ @ dus S A z° # @ (S is de verzameling der stenen).

‘las het nu maar zo dat met de syllogistiek alle redeneringen konden worden
heschreven, dan zaten we op rozen. Helaas is het niet zo; we verwijzen een nadere
Sespreking van de syllogistiek naar Aanhangsel M, want het zou te veel tijd kosten.
Zie dc voorbdeelden van ongetwijfeld correcte (juiste) redeneringen (waarbdij we noy
ecns zien dat de waarheid van de premissen er niet toe doet):

Paarden zijn dieren; dus: paardestaarten zijn dierestaarten (dc iorzan)

Cirkels zijn figuren; dus: iemand die een cirkel tekent, telent cen figuur
(uit de middeleeuweni)

Karl ilarx werd geboren in 1313; hij was een zroot dichter en schreef o.a. het
toneelstuk Hamlet'. ‘'Hamlet werd gedrukt in 1500. Dus: er is ieuand die voor z<s
seboorie iets heeft gepubliceerd. (Zén stilgezwezen vremisse ziker. ilzur GK van het
Reve.)

Hotels ziin duur en luxueus; sommige hotels zijn bouwvallig; dus: er ziin
dingen die tevens bouwvallig zijn.

(Ists ninder onsympathiek:) =

I r is ecn schilderij dat door alle lzunstiicnnars
wordt bewonderd. Dus: elke lrunstkenne schi

r bewondert een of ander schildersj,

- 1=



We gaan nu gebruik maken van een zinsontleding selijkend op die in onderwery
en gezegde, maar die ver verwijderd is van een taalkundige ontleding. HNeem een beweri:
waarin een naam voorkomt, doe die weg en zet desnoods puntjes op de lege nlzats. Dan
heboben we een zogenaamd predicaat (open bewering, bewerings’"uctle) en wel een een-
ledig (unair, monadisch) predicaat. Het kan gebeuren dat die naam niet als onderwery
van de zin optreedt, en ook dat hij op meer plaatsen in de zin voorkomt, soms door
middel van verwijzende woorden. Bijvoorbeeld: ..is een priemgetal; ..is kleiner dan 7;
3 is kleiner dan..; .. is een getal zodanig dat het met 43 vermeerderd selijk is aan
Zijn zevenvoud (dit wordt in een formulering die we we straks nodig zullen hebben "..is
een getal zodanig dat ..+48 = 7x..); ..werkt voor Piet die oom is van..'s vrouw. 3i3
"Leiden ligt tussen den Haag en Haarlem™ kan men drie unaire predicaten maken.

Niets let ons om verschillende namen weg te laten en zodoende meerledige
(polyadische) predicaten te maken: binair (dyadisch) zijn bifv. ",.is kleiner dan..',
"..en ..zijn gelikvormig", "..=..", "..ligt tussen den Haag en..'.

De eerste manier om van predicaten op beweringen te komen is natuurliit om 4
omgekeerde weg te zaan: men '"past het toe!" op een naam of meer namen; daarbij ontstaat
dan een ware bewering of een onware of een rare zin (dat laatste moeten we in onze
wiskundige theorieén zien te vermijden). Het kan voorkomen dat op verschillende plaat.
sen dezelfde naam moet worden ingevuld; Quine geeft dat aan door op die plekiien het-
zelfde omkringde nummer te zetten. Mogen verschillende namen op verschillsnde plaats.
worden zezet, dan xrijgen ze verschillende nummers; het is niet verboden om dezelfds
naam op verschillend genummerde plekken te zetten. Op deze manier kan men ook de vol,
orde van invullen vastleggen. Van onze voorbeelden noemen we '"(1) is een getal "oa%"
dat (Y + 43 =7xQ ", () werkt voor (g) die de oom is van (1J's vrouw', "(1) 1i;

tusseni{2) en \é}".

Men kort nu zo'n predicaat met (misschien meer dan n) open plekien
Q.. af door é&én letter met aangehangen exponeat n, bijv. P (predlcaaul
”Qet n arzumenten’'). Zijn S,yeesS, (al dan niet verschillende) namen, dan staat
P‘s,‘..sn voor wat we xrijgen door Invullen van s, op de plaats(en) U, s, or de vlaat
sen \2), enz.; het predicaat P heet dan toegepast op de subjecten sq,.,,gﬂ.
Oomerkingen. Het gelukt dikwijls om iets waaraan we de gedaante P's Zegeven helb

rnet weinig taalmisbruik uit te sprnkgn als "s heeft de eigenschap P, 's vol

2
e

ce

=" -
Jen doet aan d
voorwaarde P, P slaat op s''. Bij PTab kan men dikwijls zegzen 'a en b staan in ds
relatie P, "a bezit de betrekking P met bi; soms schriift men ook (aPb)'" voor "'F ab’
Yanneer het aantal argumenten van een predicaatletter uit de context dulueWHK is,
laten we de exponent wel eens weg.

Sen tweede manier om van open beweringen tot beweringen te komen is he
"quantificeren" van een nr.dicaat. Neem cerst ecen unair predicaat, voorgesteld do
De universele guantificatie van P is de bewering die in de loop der tijden werd uit
sproken als: P in alle gevallen, P aldoor (mooie afkorting : VP), voor elk ding, 1

ot

.

i

o
g
2

ct @ !

?

heeft de eigenschap P. Dat laatste wordt afgekort vxPx, met cen dode letter (gebonaa
variabele) x; dezc noemt niets (is geen naam ergens van), maar is allecn een aanwijzer

1

van alle open plaatsen in het predicaat (we hadden evengoed al dic open plaatsen :ie
kunnen verbinden door kromme lijntjes). (In Px alleen kan men zich nog voorsiellen da%
P slaat op een ding genaamd X.)

De cxistentizle quantificatie van P is de bewering: P in sommige gevallen, P minstens
eens, P soms ( ZP), voor sommige dingen, ze hebhen de eigenschap P, voor minstens ce:
ding, het heeft P, IxPx.

Deze twee quantificatics werden tezen 1830 heruitgevonden door Freze en C.S.Peir

3

ce, e:
sindsdien intensief gebruikt (Wllllam of Shyreswood, +1240, kende ze al en had noz’
bovendicn 'mocit P"). V en I heten guantoren (quantificatoren). Hoewel we srazs sen
extra werkwoord willen vermijden wanneer we alleen maar over zinnen spreken, is dat iz
de practik moeilijk te laten. '¥xPx'' wordt dan ‘'voor alle x seldt Pxi, 'TxPx' ‘woor
sommije x zeldt Px', ‘or is 'n x met Px". Vooral i opvolging van gquantoren:
WxIyRxy" wordt 'oij elke x is er 'n y met Rxy'; "IXVYyRxy 'er is 'n X zodaniZ dat voor:
alle y geldt Rxy'.

‘o syiboliscren au de aZIC-ziinen. Luat s’ staan woor s is 'a ~y g e A,
L Alle a ziin b Tx(ax = f5x) I Geen a is » q"(ax A= 3\;
Z Sommige a ziin b Ix(ax ~Bx) °n U Sommize a zin niet © ¥x(ex = 4 8x)
= J i Rl d ‘ A )
Achter V lLomt zowat altijd een —, achter I eena | "Tedercen slaat Jan’ esp. ‘‘ITemand
slaat Jan’® wordt WWx(x is een persoon = x slaat Jar)i, “Ix(x is scn persoon x slaat .
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We maan nu de voorbeelden op blz.l na. De syllogismen zijn gedaan net die
AIZO-zinnen. Nu de paardestaarten. De premisse wordt I V¥x(Px — Dx). De conclusie
gaan we trapsgewijs formaliseren: Vx(x is paardestaart — x is dierestaart

x is staart van 'n paard
X is staart van iets en dat is 'n paard
voor zekere y: x is staart van y en Py
Iy(Sxy A Py)
en wanneer we vinden dat het in het consequent net zo moet gaan, komt
II Vx(Iy(Sxya Py) 2 Ty(Sxya Dy)) (had ook gemogen ¥Vx(Ty(Sxy ~ Py) =+ Iz(Sxz ~Dz)),

want in beide gevallen staazt er eigenlik V,(T'(S,' - 1) - zi(s, ' - D'N.)
Maar een ander geeft er de voorkeur aan om uit te laten komen dat in het antecedent
en in het consequent over hetzelfde beest gesproken wordt:
x is staart van y en Py — x 1is staart van y en Dy

Dan komt III VxVy((Sxya Py) » (Sxy aDy)), en we zijn aan ons eerste probleem: wie
heeft zelijk, zo daarvan al sprake 1s? Tenslotte komt er nog een ander die een in-
zeving heeft en ervan mazkt IV YxVYy((Sxy~Py) » Dy). (Het zal b“liften dat III en
IV uit elkaar volgen (equivalent zin), cdat II uit III en III uit I volgt, zodat ook
IT uit I volgt.) Het voorbeeld van de cirkeltekenaar is precies hetzelfde.

De hotels. Vx(Hx » (Dx~lx)), Ix(Ex <2x) .. (dus) Zx(Dx ~Bx) spreekt gel voor
zichzelf, .larx moet u zell doen. Het schilderii (""Buvi’ voor ‘u bewondert vi'):
Ix(Sx A ¥y(Xy 2 Byx)) . ¥x(Kx + Ty(Sy ~3xy)).

Vertaaloefeningen, monadisch. Aanwijzingen staan srbij.

1) If something is goinz wrong, then not everybody is working hard.
Ix(x is zoing wronz) —» -V¥x(x is a person — x is working hard)

2) Olaf has seen Stromboli but it was not erupting.
Ix(x is a time nOlaf saw Stromboli at x a -Stromboli was esruptiasg at x)

3) Tai always eats with chopsticiks.,
Is niet ¥x(x is a time — Tai eats at x with chopsticlis),
maar 7x({x is a time a Tai eats at x) — Tai uses chovsticks at x)

La) If there are any abominable snownen, I'll eat then.
¥x(x is an ab.sn. = I will eat x)
Ly) If there are any abominable snowmen, I'll eat ny hat.
Ix(x is an ab.sn.) — I will eat my hat (zal blijcen equivalent te zin
met V¥x(x is an ab.sn. = I will ezt my hat)

5) If something (anything) is a large mastiff, then it should be avoided if all
dogs are vicious.
Vx(x is a lr.amst. 5 if all dogs are vicious then x should be avoided )
¥y(y is a dog 3 y is vicious) 3 x is to be avoided )
dus korter I Vx(ix + (Vy(Dy = Vy) = Ax). ilaar ock kan men vertalen
II Vvx(¥y(Dy = Vy) » (ix + Ax)),
ook III Vx3y((Dy & Vy) s (Mx = ax)),
zelfs IV Vx(Dx =+ Vx) = ¥x(Mx 3 Ax).
(U krijzt later te zien dat al deze vier equivalent zijn.)

Monadisch, zemen:sd met propositieletters uit hoofdstuk 1:

Premisses: If the Bissagos report is to be trusted then the chargé d'affaires is
a mere tool of the sisal interests and none of the natives really favored
the coupon plan.

If the charz® d'affaires is a mere tool of the sisal interests then
soine of the natives either really favored the counon plan or were actuated
by a nersonal animosity against the deputy resident.

Conclusion: If the 3Bissagzos report is to be trusted then some who were actuated
by a personal animosity against the deputy resident did not really favor
the coupon plan.

T (tAVx(x » -Fx)), t » Ix(Nxa (Fxvax)) o r 2 Ix(ixa -Fx)

(Correctheid van ceze redenering, evenals de andere beloften op deze bladzijde ecdaan,

vindt men aanzetoond resp. ingelost o» blz. 4 6)
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Vertaaloefeningen, polyadisch (met meerledige predicatan).

P.T.Barnum zei: You (one) can fool all people sometimes, and you can fool some
people all times, but nobody can fool all people all times.
'"Fabc" voor ‘‘person a fools person b at time ¢V
- ¥xVyIzFxyz A VxIyVzFxyz A -IxVyVzFxyz

Annie kocht iets in de Bijenkorf en ruilde het daarna voor wat anders.

Ix(Annie iocht x ~ Iy(Annie ruilde x voor y)), maar niet IxIx~ IxTyRxy of zo.
Ten dergelij« probleem komen we tegen wanneer we in een algebraische theorie waarin
de bewerking + is gedefinieerd, nu ool de nul en het tegengestzlde willen iqvoeren
Iz(¥x(x + 2z = x) aVxIy(x + y = 2)), maar niet IzVvx(x + z = x) ~VxIy(x + y =
die loatste z heeft natuurlijk niets te maken met de dode letter z in het eerste s t

Everything has a cause.

Take any thing you will, something causes 1t
Vx(sometnln~ causes x)

vx(there is a thing such that it causes x)
vxIy(y causes x)

Something causes everything.

There is a thing such .that it causes everything
Iy(y causes everytiing)

Iy(talke any thing you will, y caused it)

Iy¥x(y causes x

Somebody loves everybody.
Ix(x is a person ~¥y(y is & person — x loves y))

Zverybody loves a lover.
vx(x is a person — x loves every nerson who is a lover)
(¥y(y is a person~y is a lover) — x loves y)
7 loves somebody
T2(z is a person ~y loves z)
Vx(Px — (V7(Py 4Iz(Pz ~Lyz)) » Lxy))

Once a salesman sells a radio to a man who hates radios, he has mastered his trade.
Vx(x is a time — if at x a (anyi) salesman sells a radio at x to a man who hates
radios at x, he masters his trade by x
«o = Vy((y is a salesman ny sells a (some!) radio at x to a man who hates
radios at %) —> y masters y's trade by x)
Yy _sells..radios at x wordt Iz(z is a radioay sells z at x to 2 (somei) man who
hates radios at x) en het stuk y sells z..radics at x hierin wordt
Iw(w is a man aw hates radios at x ~y sells z to w at x); het zedeelte w hates
radios at x zal wel vetekenen w hates all radios at x dus 7v(v is a radio —
w hates v at x). De rest doet u zelf maar. De uitvinder san dit schoon vraag-
stuk (Quine) zect: Comparison with the given sentence shows thit everyday language
has certain virtues as a practical medium.

0=15: "Axy" voor "'x attracts y'" en dus ook voor 'y is attractel by x'.,

Everything attracts everything V\ZEE:) VxVyhixy  VyVv Ayx
Everything is attracted by everything nglgl, Yy¥xAxy  VxVrAyx
Something attracts everything E\ZIE:W Ix¥yAxy  Iy* Ayx
Tverythingz is attracted by something V\E:ZZJ VyixAxy  Vx3IrAyx
Sonething is attracted by everything I(!:El, IyVxAxy  IxV rAyx
overytihing attracts something V\gli:w VxIyixy  VyIiyx
Something attracts something I&E:E:\ IxIyiy Tyl Ayx
Sometning is attracted by something 3\%131) IyIxixy  IxIrAyx
al bliften: 2 ex 2 ziia 2quivalent; zo cok 14 en 15; uit 10 vol ;t 11 en uit 12
15, maar niet o.zelieerd.
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Redeneerregels

De fundamentele redeneerregels van de quantorenlogica gev:n de geoorloofde
overgangen van Pa naar VxPx en IxPx en omgekeerd aan. Hoewel ogeischijnlijk opgeschreven
voor een unaire predicaatletter is het de bedoeling dat zij gelden voor een willekeurig
predicaat, hoe ingewikkeld ook, en bovendien voor een aangewezen voorkomen van de naam
a. We geven enige voorbeelden van Pa en de bijpehorende Px in YxF: en IxPx (preciese
voorschriften staan in Aanhangsel B; Q' is een 1- en R" een 2-prelicaatletter):

Q'a Q'x V.R".a ¥.R".x
R'aa (1° a aangewezen) R''xa l YyR'ya VyR'"rx

R'aa (2° a . ) R"ax ' ¥xR"xa niet ¥xR'" x (dat komt van R''za)
R"aa (beide ‘s ) R'"xx i maar VyR" rx of V.R'.x

R"ab Ri'xb VxQ'x VyQ' r of V.Q'.

In het laatste komt helemaal geen a voor; dit grensgeval treedt miermalen op (ook een
beweringsletter, bijv. r), en men verwacht cat r, Vxr, Ixr op hetz:1ide neer zullen
komen, d.w.z. dat ze equivalent zijn.

De eerste twee regels zijn eenvoudig: hebben we VxPx afzel:id, dan mag daarna
Pa opgeschreven worden en als afzeleid beschouwd, voor een willek:urige naam a. En is
Pa afgeleid voor een of andere naam a, dan mag daaruit volgen IxP:z. (Zo volgen bijv.
uit R"aa: IxR''xa, IxR"ax, IxR'"xx.)

De andere twee vereisen meer. We zeggen dat VxPx afgeleid kan worden wanneer
Pa afgeleid is 'voor een geheel willekeurige™ naam a; aangezien dat woord ''willekeurig™
nu al in veel betekenissen is voorgekomen, zullen we zeggen ''onbelast', en daarmee
bedoelen dat a in zeen der premissen voorkomt. (Waarom moet dat nu? Neem een simpel
geval: Stel Pa; kon dan YxPx volgen, dan hacdden we de zonder premissen afzeleide for-
mule Pa —» VxPxX, en dat is heel ongewenst. Ander voorbeeld: Stel VyR'"ay; cdus R'aa;
dus (fout) YxR"xx. Pas eens toe op <!) Bovendien mag a niet meer in VxPx voorxomen
(oedenk vooreerst dat Px heel ingewikkeld kan zﬁns want we krijgen anders weer van die
ongewenste gevolgen (bijv. Stel YxR'xx; dus R"aa; dus (fout) ¥xR'ax. Pas toe op =i)

En wanneer we IxPx hebtben, is de gewone gang van zaken deze: nu, als er dan
iets is met eigenschap P, noem het dan bijv. a, d.w.z. "Stel Pa'', Daarbij wel zorgen
dat die naam a nog nergens in de afleiding is voorgekomen, '‘vers' is., Dan doorzaan
mei conclusies trekken tot 2r een komt die de naam a niet meer bevat. Dan kan de
extrapremisse ‘'stel Pa' buiten werking gesteld (gedechargeerd) worden, en dan hebben
we een conclusie uit (de premissen plus) IxPx getrokken. In de schrijfwijze van Fitch
wordt die extrapremisse natuurlifk in een nieuwe kolom gezet, en men kan daar desnoods
die letter a nog eens voor zetten ter waarschuwing (nl. dat die "Sarriére' niet door
a mag worden overschreden. Wij zullen meestal de letter ¢ gebruiken.) (Wat kan er
allemaal mis zaan wanneer we deze voorschriften vergeten? 'Stel Pa' weglaten, d.w.z.
zeggen: Stel IxPx; dus Pa. Dan zouden we de zonder aannamen afgeleide ongewenste
formule IxPx —> Pa krijgen! HMet a in de vorige kolom springen of geen verse naan ge-

bruiken geeft iets dergelijks: , VxIyR" | 1 IxRMX
| IyR'ay L Ra
| iR"aa (fout) | Zxax  (goed)
[ IxR "> P lExRMx (fout)
|

| IxR"xx (Pas toe op ¢ i) IxR"xx =+ IxNR'ax

Samenvatting van introductie en eliminatie van V en I: -

)
A : Izs" 3-]‘ ;.|'
“ | yxp ~ lpa "léa mits a niet in i !ixPx waarin ¢ een
. . P . . i
. . L de premissen en ! % c[Pc nieuwe naan s
! i i -
Pa IxPx YxPx . . I e . , . .
. i . niet in ¥xPx b o die ook niet in'
Y [ e e L ) :
| i .
voorkomt ; I ie Q vecorkomt
: e i
i ]O
i
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k.

Als voorbeeld volgen eerst vier belangrijke regels omtrent quantoren en nezatie.
De laatste "gaat klassiek’' (toepassing van ==A —> A); altijd moeizaam.

| ¥x-Px 1 =IxPx 1 Ix-Px "V xXPx deze | =VXPxX
| IAxPx | Pa | IxPx P =Zx=Px anders: | | =Ix-Px .
| | iPc | (IxPx | |1 .| |oPa || ¥x~=Px (met de 2  links)
Lo LM | [=Bc | |Ix-Px | | ==Pa
|l iaPe ka2 12 . |Pa
o laaxpx lvxaPx | | |Pe | ~=Pa - vxPx
| =IxPx [ iaYxPx iPa o
| ~IxPx || =YxPx [V xPx i-mix-\Px
| vxPx 1 | Ix-Px
a=Ix-Px
| Ix=Px
De_boommethode _ - ) »
! In een tak komt voor
VxPx IxPx -¥xPx ~IxPx
P toepassen op P toepassen op Doorstrepen en
elke reeds voor- een totdusver eronder zetten
gekomen naam of niet voorgekomen P
anders op een naam. Tx=Px Yx=Px

willekeurig ge-

IP wel doorstrepen
kozen naan. IP wel pen.

JF niet doorstrepen
(‘'oron blijft vloei

We hopen weer dat een in alle talkken afgeslioten boom om te zetten is in een
afleiding. Hiertoe een voorbeeld (twee andere afleidingen vindt men or 01z.15 . 6
b nr.3%). Zen openblijvende tak geeft vermoeden van onafleidbaarheid (vooroeoaaen
bij de formules hierna),

1 IxPx = Tx9x | (&) {TxPx — IxOx —P—>cC
2 -Ix(Px — ox) (¢ T oIx(PX = Q%)
3 Vx-(Px — Q) ° [ Vx+(Px = 2x)
4 o — i1
5 aIxPx (v3) IxQx  (vh) | «IXPX v TXQx
6 ¥x-Px bron 2 Qa I ~IxPx ‘IxOx
7  aPa ~(Pa = Qa) (v3) L ¥xaPx Qe
2 a(Pa - Qa)(v6) Pa i | ~Pa Do
S Pa -Qa L3 ¢ i=(Pc = Qc)
10 x x | 1 =(Pa = Qa) ! [ ~Qc
1 © ,Pa PiX
12 X X
1? X Kies Ix(Px — Qx) voor X
14 X
13 Ix(Px - Qx)

Nu volgt een reeks (zonder aannamen afgeleide) formules. De nummers vergemak-
kelijken net opzoelcen van de afleiding in Aanhangsel A. Twee nummers vi8r een «—
het eerste hoort ij — , het tweede bij =. De formules zijn een beetje sesroepeerd
naar interesse en naar het aantal fouten en misverstanden. FEet is niet de bedoeling
dat zij uit het hoofd geleerd worden. )

1 YxPx — Pa 2 Pa — IxPx 2 VxPx — IxPx
1" Vy(¥xPx = Py) 2' ¥y(Py — IxPx)

(voor elk dinz: als alles de (er is 'n ding zodanigz

eigenschan P ieeft, dan heeft dat als het de eizenschan

het de eigenschan P) P heeft, dan is er iets met

de eigenschap P)
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Het is duidelifk dat met behulp van 3 uit 1' en 2' volgt: 17 Iy(¥xPx —> Py) en
2" Iy(Py — IxPx), eveneens dat wij niet moeten verwachten om Pa — VxPx en IxPx —» Pa
af te kunnen leiden en evenmin Vy(Py — ¥xPx) en Vy(IxPx — Py). De bomen blijven open.

Wel geldt (klassiek): 4 Iy(Py — VxPx) 5IyExPx — Py) (er is iets zo-
danig dat als het de eigenschap P heeft, alles P heeft,; resp. er is iets zodanig dat
als 'n ding P heeft, het eerste ook P heeft.)

6 r, ¥xr, Ixr zijn equivalent (aits x niet in r voorkomt)

Quantoren en negatie: 11, 12 Vx-Px & -IxPx
13, 14 Ix-Px <> ~¥xPx (14 klassiek)
15, 16 VxPx & -Ix~Px (16 klassiek)
17, 13 IxPx &> <¥x<Px (18 klassiek)
Distributie van guantoren over junctoren:
@ 21, 22 Vx(Pxa Qx) &> (VXPx aVxQx)
23 Ix(PxA Qx) = (ExPx aIxQx), niet omgekeerd (toom; tegenvoorbeeld:

P 'is even', Q ‘'is oneven'')

Niet zo interessant zijn 24 (VxPx A IxQx) = Ix(Px AQx)
25 (ExPx~ VxQx) — Ix(PxaQx)

(vP AE%)
{ V(P"Q) / i(DAQ)-——? (,:.P*EQ)
(7P AVQ>} \.(3_}« \,'%)

Scartifwiize " Axi (oud T xi; i'grote en'") voor ¥xi,

v

den lan nog ‘'interpoleren’’ 29 (VxPxvIxQx) — Ix(Pxv Qx)
20 (TIxPxv yxQx) — Ix(Px v x)

en (klassiek) 31 Vx(PxvQx) = (¥xPxvIxQx)
32 Vx(Pxvgx) = (IxPxv VxQx)

Figuurtje (klassiek) waarin weer zeen enkele pijl kan worden omg:keerd:
(YPvX

7 (Z(Pv Q)
(VP vVQ) — V(PvYQ) ~ § }
“ \(,vaQ)>1 (ZPv Q)

Schrijfwijze Vx* (oud 2% "srote of"voor Ix.

, 27 Ix(Pxv Qx) &> (IxPx v IxQx)

(VxPxv ¥xQx) = Vx(Pxwv Qx), niet omgekeerd (als hij 23)

‘|L% I

De importvormea van 33-;0 te weten (afgel:ort)
@ 33 Vx(Px 2 Qx) = (VxPx 4 VxQx) (V(P 3 Q)aVP) 4 VQ
3k vx(Px 3 Qx) — (¥xPx 3 IxQx) (V(P 3 Q) VP) » 3IQ
35 vx(Px s Rx) — (IxPx » IxQx) (V(P 5 QAZP) 37
36 Ix(Px » Qx) — (¥xPy » TxQx) (Z(P 5 Q) ~AVP) » 139

zijn gemalikelijx te onthouden (de tweede is niet zo belangrik want hij volst direct

uit 33-imp en 3). Voor de rechterleden van 33-36 geldt overigens

(TP » V’)){'Ezg ? ‘V; /(-’P T2); dat vindt men Yijv. door substitutie in de formules
IS (AsB) =« ((B—aC)-)(Aq-C))

b aannanen zfzeleid) van de Junctorenlogica - - nl.
(zonder ane ) Sur renlogica (700 1 (\,-n')-a(C-:?;))’ nl
- - Y N A = -
(VP » IF) » ((TIP » %) » (¥F « _0)) resp. (¥Q » I3) =» ((‘ > V0 3 ( P > I,
- -
De formules Y(Fs%) en Z(Ps)) lmunnen nu als volrst wordaen inzemast:
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37 (IxPx + ¥xQx) — Vx(Px - Qx) waarvan 33-40 klassiek ziin. VWe zien ooi: uit
3T (¥xPx » ¥xQx) — Ix(Px + ) het vorige dat, zodra we 4C hebben, 30 en 39
39 (IxPyx » IxQx) — Ix(Px » Qx) afgeleid kunnen worden.

L0 (VxPx » IxQx) — Ix(Px = Qx) :

TFigzuurtje (klassiek) waarin wederom geen pijl omkeerbaar is:

AP 5 ¥Q) S(i’(P - Q) }
s (zp 5 1g) 7 HUF 2 I

(TP » VQ) V(P » Q)

Distributie van quantoren over junctoren, waarbij één componens "constant' is, d.w.2z.

x niet bevat: (x komt niet voor in'r) e
51, 42 Vx(raPx) ¢ (ra ¥xPx 43, b Ix(raPx) « (ra IxPx)

45, 46 ¥x(rvPx) «» (rv VxPx) 57, 43 Zx(r vPx) & (rvIxPx)

49, 50 V¥x(r 3 Px) &> (r » YxPx) 51, 52 Fx(r »Px) & (r 2 IxPx)

53, 54 Vx(Px 3 r) &> (ITxPx » r) 55, 56 Zx(Px » r) « (VxPx » r)
waarvan 45, 52, 56 klassiek zijn en waarbij u vooral op 53-56 moet letten.

57 ¥x(Px s r) = (¥xPx 3 r) 56 (@xPx » r) — Ix(Px » r)

beide niet omgekeerd. 50 klassiek.

Znige vraagstuktjes in de gedaante van een figuur:
(r e IP)
{ V(r & P) /’{((r » IP) '\(EP—ar))}

L((r-)".’P)A(:‘IP-)r\) xE(r‘"]‘j)"’((r"-‘——)’\("!’D =r))

[ (r «s YP) }7‘
2{{r »2) A (YP 3 1))

Pt

Dubvele quantificatie. ¥Yxy is een voor de hand liggende aikorting van Yx¥Vy; dsl.Ixy.

€1 VxVyRxy <« VyVxRxy 62 IxVyRxy — ¥yIxRxy 63 TxTyRxy e IyIxRxy

niet omgekeerd,

54 VxYyRxy = YxRxx 65 IxRxx — IxIyRxy
Hierbij het figuurtje dat in elit boek van Kuratowski voorliomnt:
VxVyRXyl IXVYRxYy —52 VyIxRxy TxTyRxy
YxyRxy Y — Vxixx Ly TR % IxyRxy
TyIx
L VyYxRyy Ty¥xRxy 22, YxIyRxy 7 (TyIxRxy

Beperitte ofwel voorwaardelijie guantoren (restricted quantifiers; vedinste Juantoren).

lien definieert ('': «> ! betekent: ‘‘per definitie equivalent met'):

VU:' x te= ¥x(Ux 3 Px) en EUxPx :e» Ix(UxA Px).

(De schrijfwijze is van Enderton; wen vindt ook V en V , waarin xe U hetzelfde
moet betekenen als Ux.) Ux x€U

Gauv volgt: VxPx == VUxP:: en EUxPx —» IxPx., Van onze formules blijven sormiize

r,elden voor deze beperkte quantoren (zo de nummers 11-10), maar van 3 ca & blift
veiniy over. Plaatsen we er ‘ExUx =i voor, dan ontataan we1 afleidbare forr'.zles
hetwelk ons niet hehoort te verbazen. Het wordt een vraagstulkkenserie om uit te

zoelken welke formules in wellte gedaante overblijven; zie nader b1z.17.

Tot slot een vraazstukje. Laat bekend zijn: +IxOx. Leid af: V. xPx (voor willekeuris
predicaat}). Schrijf verder x ¢@ voor Ox (x is element van de le%e verzamelin,). Geel
au in woorden aan wat u zojuist hebt afzeleid. Kan dat het volgende z'n: '@ bevat
seen elementen, en dus is iedere nitspraak (zowel als de ontkennin: ervan) over de
eleuenten van ¢ juist.?(citaat uit een pas verschenen boek.)

-8~
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L .DE PREDIKATENLOGICA MET IDENTITEIT

Predicatenlogica (quantorenlogica) met identiteit. Een binair presdicaat dat door
velen tot de logica gerekend wordt is dat van identitait., We schrijven Iab of ook
(a = b) voor "a is identick met b", zeggen ook wel "a is gelik aan b", en laton dik-
wijls dc haakjes weg in ingewikkelde formules (we ziin immers van kindsbeen af gewend
om de tekenrij a = b bij elkaar te treckken). Het teken = wordt in deze opvatting bij
de logische tekens gerckend. Ook wordt -(a=b) afgekort tot a # b.

Ten grondslag liggen de zonder aannamen gestelde formule ¥x(x = x) en de af-
leiding van Pb uit de premissen Pa en a=b., Hierin stelt Pa weer voor ceen ingewikkeld
predicaat met aangewczen voorkomen van de naam a; het is hier misschicn verkieslijker
om dat aan tc geven met ..a.. (de puntjos steaan voor tckens on ..a.. staat voor ccn
formule); in de voorbecclden zullen we dat voorkomen ook wel eens onderstrepen

Wat we kunnen beginnen met Fb en a=b volgt snel (zic hieronder): conclusic Pb.

Samenvatting van de grondregels: Regels voor dec boom-methode:

! Op clke plaats in {Pa (1) i ' Ecn tak waarin Komen in cen tak voor
{ een afleiding magz i i !voorkomt

i ) i e

i men ecen formule ' ‘ e

| v v a=b (2) oo a #a L

i van type P en a=b of ook b=a

; i afsluiten.

lo
! a=a | Ao +Aa on
: IFb ; dan tocvoegen
|
1
!

opschrijven (a is

P eeDes
cen willekecurige ‘

(de stukien (1) (Nicts doorstrepen.)

i ,
! naam). S
| en (2) mogen in |
andere volgorde !
voorkomen :
Voorbecldcn (het is duidelik dat Pb, (b=a) . Pa volgens grondregel gaat).
o + Symmetrie: Transitiviteit: .
anders: a2 =2
2 = D (2) . et ‘T
=~ - a=>b ‘& = D a’="D Ix(x = 2)
a = a zaaf (1) : i .= Tl \ o
= A b= ¢ k= c WyIx(x = y) zaafi
‘b=a ++ uit (1,2) = = ‘ v
C v ) ‘b= a 0= a met symm., a c
g% ULT P+
a=c¢c
Hoe geeft men 2an: er is mias ns &8n ding met eigenschap P? IxFx.

.
(4
5

én
Sr is hoogstens & ¥yvz((Py ~Pz) = y=z). Er is precies &&n ding met P?

&

n ding met
I IxPx ~Vyz(Pya Fz = y=z), ook II Ix(Px ~7y(Py = y=x), ook III IxVy(Py « y=x).

(Opgave: bewijs de equivalentic). Afkorting hiervoor T!xPx (ook I, xPx) .

F

Zr zijn minstens twee (verschillende) dingen met Pr: Ixy(Px ~Py-ax# y) of
hoogstens 4én'': <Viy(Px APy — x=y).
Zr zijn hoogstens twee verschillende dingen met P: Vxyz(Dx APy A Pz —> X=yvy=zvz=X)

ook '"miet

OPGALVEHN. 66, 67 VxysRxy e =IxyRxy 70, 717 VxIyaRxy & -IxXYyRxy
63, 69 Ixy-Rxy e =¥xXyRxy 72, 73 IxYy-Rxy & ~VxIyRxy

(69, 71, 73 klassick)
In specicle gevallen kan 62 (IXVyRxy — YyIxRxy) omgekeaerd worden, bijv. voor Rxy
von de gedannte Px ~AQy, Px viy, Px » Qy (y niet in P, x niet in ), Py 3 §x (x nict
in P, y riet in Q). ilen kriist (afgekorte schrijfwijze):

74 (IPAVY) = IxFy(Px ~Qy) 75 YyIx(Px~Qy) — (P AVY)
76 (IPvVy) = IxVy(Px v y) 77 VYyIx(PxvQy) = (EPvVQ)
3 (VP » VQ) = IxVy(Px 5 ) 79 VyIx(Px 3 Qy) = (VF = VQ)
30 (TP » 3I9) =+ IxVy(Py - ox) C1 YyIx(Zy » Q) » (TP 5 IR)
(77, 75, °C klassiek), Volzens 52 loopt noz een pifl van links naor rechts, zodat de
vier formulerz op &&n regel druks eguivalent zijn, Onder dezclide voorw:::d»n voor P
sn Q zeldt (Z5 klassick):
22,83 (DA I0) = IxTy(Px ~9y) by 35 (VP VYY) e Tu¥y(Pxv 0y)
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Aanhangsel A

Afleidingen van de redenecerrezels op blz. 3

N.B. Zen numner voorkomend in een kolom van een afleiding verwijst naar de formule op
de regel met hetzelfde nummer in die afleiding.
Een nummer naast een kolom verwijst naar een (der) redeneerregel(s) voorkomend in
de regel met hetzelfde nummer op blz. 3.
Een afkorting (bijv. mtt) verwijst naar een op blz.3 voorkomende redeneerregel

(in het voorbeeld:

modus tollendo tollens).

=)

YA  1(As(BaC) 2{AsB 3|A3B 3|A+-B 4|A+B L4 |A9-B  4]aAsB L i-A+=B 5 A3
li _B_ B-)v -vB B ZB— }1_3_ '—\B ’l -vA-bB
E s w2 TE A | o | [ B
| BaA 7 ENE 7 ’ 7 K REEEE
Dese I |BaC lB !B l -B B -B B o
eze INE 2 2 |2 2 |2 2 2 | i3
RGN RN C |-  |-A A -4 A -mA RS
& S lAsC AsC ~Ba-A  Baamd iA A ~A
O | B4(A4C) ~BaA BaA 2
| B
6[-A  6(A  6[-(AsB)  7]A  7|A 8 |As-A 3 aAsA 9[(43B)sA ~-B
A =A | B A I =4 A | A SR 3
< h_ K | [AsB DV | 2B |1 K 1 AE
| A+B ~493 iﬂB | ,2 ’qA ,11-;A ! !qqA 6
| qA ‘HHB EA !ﬁ*A
| a3 6 3 A
RE
IﬂﬂA
1A
10| A3B 111A2(3+C) 11 (A~B)+C 12 (Aa3)sC 12 (Ar3)9=C 13 (Aa=B)3C 13 (AA=B)a-C
AsC | RaB Ar-C |ArC Aa~C T AaC
1A [A ‘B A A A Pooga
1 B , 2 -C C +C I ic
3 1 | A B 3 e 2
12 | B-C u 3 3 BEE |13
. C iC 1 A3 AsB | |Ax=B EVES-
IBaC (AA3)C |B+C 1 1 0 1
A(B4C) A+(B+C) c =C | ic e
4 It Iy Lok
-B 3 | =-B |==3
(aa=C)l=D (AAC)»-B I3 iB
(AA=C)3B (AAC)53
LA 14[A 15,2(AAB)  15{A3=B 151a(Ara3) 15 A9B 16 AA3 16 1Ar=3
I ~(Ar3) ~(ArsB) T A | TAAB A {AA-B ‘As-B T hax
ER -3 | [_B A -B l N R
‘ K :—1— ! ,’t? ’ B Fz— | 1B A )
AnD An=2 | [ laaB | |1 A\-B | i 3 .
d2 2 B { -3 } 1 - 2 2
-3 3 S R R OVE-) mB a(axa3) | B 3
3 | A»=3 I3 ~(A+-3) EW)
AsB
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-2 -

16| (A3=B) 1Q[=(A=B) 17:AsC 18/AvB  19}A+(BvC) 19|A+B 20(-A 20lA
=B B BsC ASC -3 CaD AvB  |~AvB
A+-B D1 AsB AvB BsD =C =Bv=D A W\‘
1 1 A IA A =B 1 1
«=B -B 1 i1 1 iB | B
B |=A c ]c |BvC -A mtt '
i AsB B iCvD ;2 «AvaC ’
f}\-»-B 6 2 > B iC mtp D |
- c 2 3 > B |B
Y.\ A ! -A
A AnaB 1c_ D ~C
AnB c (AvB)5C cvD ~AvaC
"CVD -\A'wc
21| AvB 21 |-44B 21 !A4B 22 |2(AvB) 22 |-Ar=B 22iAAB 23 -Av=B 23 AvB
(=A {=(AvB) ~(=AvB) A [AvB | {~Av=B {AaB . [~An=B
7 <A A AVB 1 BE A | ,-.A
B 11 1 11 -A } |A |B ] B
-A3B '8 B ~A | |-B | B 1 B
AvB -AvB P2 Pl ' =B
DAvB 2 2 ‘E;B Bmtp | =B ~(AxB) :~(-\AMB>
}-?‘ --A =~A 1 -(AvB) {a(=AvaB)
; -AvB
R | =~(<AvB) .::i 5
‘wq(AVB) I-;AVB ' s
{AvB
23| a(AAB) 24|A-;(-.BvC) 24 1A+(BvC) 24 (AAB)AC 24, (Ar=B)aC 25 |A+(BvC)
ia(sAvaB) | |AAB iAA-.B A+(34C) 11 A+(<3sC) [(AnB)sC
| A [ (A A LA 1A A
SN At R 4
L sBmpt 1 K |BaC | 1aBaC BvC
! ;WAV-\B ! 1=BvC i BvC i=BvC 21 ; IBvC 21 LB
| ]2 | ¢ mtp Ic mtp [As(=BvC) [4>(BvC) |3
A [(AAB)3C | (aa=B)>C | |AxB
|«AV<B ! '2
4~(-Av-B) i 1c
-AvaB g C
25(AsC 261AvB 261(A9B)9B 27 1ASC : Ic
AaD A |~(AvB) BaD o
B+C s A 22 AvB AaC
Ba+D la ! =B ta(CAD)
AvB |B AsB 6 ic
A (A+B)2B 1 4
: B (o) 30
(A+B)+B D1 -
g | (A+B)4B AvB |3B mtt
D )
CaD l/\ mtp
5 C-A. Dzl.DsB
3
c
K 4
{ 1D
i | CaD
lcaD
(AvR)2(CAD)



Afleiding van de formules op blz. 7. Om ruimte te besparen is de eerste kolom

(zonder aannamen; onderaan zou de af te lelden formule staan) weggelaten.,

1A ‘.,.,..A 2|AAB 2i1AvB 3({AAB)AC 3(AvB)vC 44 AiAvA
A 1A |A AR Av3B A | )i
11 { \-.-;A? B IBvA \c 5 }A‘ IAAA g A
wr=mA ~A BEaAA ;é_ !IB\ ! ,-A:nV(BVC) L ipaald ' IA
i = AAd | 1A
2 33 g e o
BvaA AA(3AC) Av(BvC) &4
SJE‘A:IVBB)A(AVC) S/Av(BAC) 61A A(B vC) Av(BvQ) AvA
AvC A ¢ 6(ArB)v (AnC)
A AvB B vC r'Bch A AB
TAv(BAC) AvC 1B Av(BvC) A
(AvB)a(avQ) {2 A v(3ve) I3
B |AAB . BvC
3 228 [(AAB) v (AAC) 7;'(#,';?,\)‘3"“ A A(BvC)
N )
Ky (Bac) ¢ i< A AnC
AvB 12 (2 | IA
c AvC AAC = ic
3 (AvB)a(AvO) [ (A~B)v (ARC) A 1 BvC
BaC (AAB)v(Av () | 1A~ (BvC)
Aw(Bac) (AvBI~(avO) AA(BvVC)
o)
Av(BAC) 7‘ S1A 9,A4(BaC) 91 (A9B)3(AsC) 101458
AV (BAC) (h/\B)VA AvD {A-OB ‘ |A ’-C-)A
Bi(AvB)aa (AVBIAA | A = T
ir—— I i1 | | A3B D1 35 1
X 1BaC R l iCa y».sl.
12| (A23)9C 13 {(A9B)oC 14 (A~ B)sC | 2 | 1 iAsC (C24)(Cs2)
" I‘i A 1A } gB f ; 2 11 evenzo
As3 D1 | IB lAvB | ic P le
f RS- I AaC | BaC 158xhn3)
ic ,‘ 1 Pole 1(A3B)2(AsC) 1A3(3C) )
350 e lasc | s
IBsC arl.B 14 omgekeerd zie A2 ad 17 b
(A4C) A (BsC) Ca
19 (CaA) A (CsB) 16 1(A5C) v (B5C) 16 I(A A B)C iDgl.C93B; enz,
CaA ST ( 171(CaA) v (CaR)
CaB 2 ~((A+C) v (3aC)) Y w—
c |ArB =(44C) 22 T 17.Ca(AvB)
3 B ~(B+C) B ~((C34)v(CB))
A 12 A 8 n -{Ca4) 22
3 ! iC -C 6 ‘A B -q(C-)B)
i (4 AB)-C B v c 6
IB AAB C3(Av B) 6
AND BaC 30 CsB "g
Ca(A A B) [AnB c 22 ]
s} !
18] (hao F 122((A5C) v (B4C)) ]‘a‘ AvE
A | fé {(AsC) v (3sC) E B 20
I"A i i(A AB)aC 1AV 3 WW((C-)A)"(C-)D))
~(A A -4) l «A:);c iC+(Av B) [(Cas4) v (CsB)
1 q(AV"A)[ (4‘\, SA) 20 . i=a(Av(4a3)) Calav )
e ey e s 211 1 a((AsD)v(B4C)) 53 A A(BvC)
+lama Ockl | ‘AV . S 22| 15(AaD) A
!HH(AV'ﬂA) ] | B I = 2 | -\(B*C) iBVC
AV 4 o a6 | /a3 & | 3
‘ i - ==(Av(A33)) : i-.qB 6 | }_2—
—e e i 4 | T | |
1¢ anders: :“( v:; : 1A v (13B) enz. : N
O i i(Ar3)v C
fal Vo= | i
: TAL A.J) v 2
(AAB)VC
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Constructivisten hebben mtp tot hun beschikking: zie A 2t. Andersom: stel
dat ze de voorkeur geven aan mtp als grondregel in plaats van quodlibet: ' A

Afleiding van de op blz. 5 gegeven formules plus nog andere omtrent; XA
+ en ¢ . VWe herhalen even: I Ki_:g II qA g 177 AuA A,A+B v ~A,A+B 3 mtp op 2,3
ViAAB VIi-Ana B * * -B B
A A A+B (q(AAB) -(A+B) A < 3B 1(An=B)v(=AA3)
B i-,B AAB IAVB A A +B AssB
A+B i |A+B A I A | =B B+ A }AB
2 2 B 1 2T {A+3 P
-B III i %B AR -B 14 | a+BI| A LACH
3 I B III | |a+B I h P wAaD
{ o(A+B) !~(A+B) -(A A B) B —=B Y '-\A
= B | iAA~B in
3 . -(Av 1 ! L
& A;ivﬂ(w-.m _____‘i 223) sn ifagi e | JC(A+B) Vo aB I
" A . oD |~ -+
. 1 f’” -B 22 [A+B II | z D v | 4+3
B e . | A+B E
peB D1 i1 B IV N
3ea D1 i 1 wn {a=(AVE) -(4 + B)
e | I tAv B
o aaD i e“+ ) Net zo als we van afgeleide regels gebruil mogen maken, is
§ - la+ia ¥
f - het ook toegestaan om op een plaats in onze afleidingen een
| -3 zonder aannamen afgeleide formule (zaaf) to: te voezen.
i B 5§ Hebben we behoefte aan afkortingen, dan worden aanbevolen
i !B~A 5 4B voor AAB, 4! VOOT =a, AD v CD voor (AR) v (CD),4BC voor (.3)2
: '4 3 3 Tenslotte mag men ook meer 'algebraisch'’ te werk zaan . ity
A e 3 vritelijk de ''distributieve wetten ' (d.i.iormules 5 en 5 blz. ﬁ)
toepassen. Bij de volgende afleidingen is zo maar een keus 3zecaan.
LaxB A& B A+3 A a4 (34C)
i :—-—(V-T—BA—'J) L9 B A-q(B«hU anders B =B Av A zaad
Pyt '3 e i . A Av3 C =C LA
L 1is A"V B anders s ~(4AaB)| |4+B (A+3 T
s 4l Ava'zaaf| | 1aB Bva 7 (AABIsC L S(3+0)
I o L2 A | |Bva a(3ai)| [-B L D+C i 2es C
; “ B i2 (2 B+A P2 i |2 { IBCwv3IC!
! -3 [ LA'BY B i\ ,-(n+B) . |C . .3C
i 1 | |ABvA'B' lenz i1 (n+B)+C { }3 L3
L I B ‘ ‘B I «(B+C) o C
! ABR! ' :3— Al | B+a ?BE‘F,C ) | A+(2+C) L (a+3)+C D
f “B! bois 3 ==(B+A) 2050 Vo) et :
[ 1:—3' A i A+(B+C) S-~.me b iBICY
;q(n'B) s AB'| B | B+A vremissen . | ix
4'BviB' | lagearmr P2 A'BC',A'B'C | | 12,
ABVL'B! A
T1) Prem. CsR, (CaR)»B, (C3B)»=S, SvT. Bijv.: export van 2 R3(CsB); |(ﬁ(,;">'33*° v
met 1 en hyp. syl Cé(C¢B) hieruit snel C+B; met 3 -S; met &4 T. f s
Interpretatie 3+T geeft hetzelide. Interpretatie van 3 als (CaB)s=S boial
geeft niet de verlangde conclusie. Premissen van T2) DaW, Avald (of +), 1
~(D+4); van T3) =8+C, Cs~D, DvO (of +), ~0; van T5) CsL, Ls3, Ms=B, ; 'B+C
CaM, TH) A3S, BaF, n\/B SaB FaW; 1 en 4 geven A+B; met 3 komt B (en . 3C'v 3'C
Gus uviteraard Bv'/); met 2 en 5 bovendien F en W, zodat men er veel - o
meer uit kan halen. De interpretatie A+B geeft evenwel -A,B,F,V,Bvi, @ | lenz
-(B+%) en is dus niet consequent. T8) St.I is ((IAE)AD) 3 S dus ten- i t(A+3)+C o
slotte I'VvE'vD'v S, St.II is T 5 (~IVv(IAaD)v S) met willekeurige 3¢

ha%ing achter de pijl, dus tenslotte E'vI* v(ID')v S. Het is voldoende ! ; ==
om te bezien I'v D' en I'v (ID'). Welnu, verzeten formules blz.5 nr. | . (502

+ ((AaD)vai) 3 (SavB) en ((=AaD)vA) » (AvB); ommekeerd lklassiek; P (4+3)4C
S5 ((AvB)aad) » (SAA3) en ((AAvB)ai) + (AaB), beide ook omgekeer a. ! ﬂ(“+3)+

T7) wordt ongewat als geval van "-A 9 A dus 47", TC van ‘A 3 -A dus A', (4+3)+C

TG en T10 van A 3 B, -4 » B dus B, - v zie hiernaast
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Afleidingen in quantorenlogica; voorbeelden van blz.‘ls

Paardestaarten. Boom op II..III blijft open:

I Vx(Px - Dx) ¥x(Iy(Sxy » Py)=+Iy(Sxy ~Dy)) bron 1
i .Sab ~Pb ~VxVy((Sxy A Py)+(Sxy ~Dy)) v
. 'Sab ‘ IxaVy(( ) v

Pb ~Vy((Say A Py)2(Say ~ Dy)) v
b Ty-(( )) v
. IPb 2 Db ~((8ab ~ Pb)=(Sab » Db)) v
i ‘Db Sab A Pb v
g 1Sab ~ Db -(Sab ~ Db) v
:(Sab ~Pb) = (Sab ~Db) Sab
'Vy((SayA Py)s(Say ~Dy)) Pb
IIT ¥YxVy((Sxy ~ Py)={Sxy ~Dy)) e T
. Zy(Say ~ Py) -Sab Db
I | c,8ac ~Pc X Iy(Say A Py)2Iy(Say ~Dy) v
. I — T —
i i ?Vy((SayAPy)-a(Say /\Dy)) qu(SayA Py) v Iy(Say/\ Dy)
! i i(Sec ~Pc)a(Sac~ Dc) Vya( ) Sac A Dc
i isac ~Dc ~(SabaPb) v Sac
i 'Iy(Say ~Dy) T TT— Dc
. !Ty(say ~Dy) -Sab -Pb en nu tron 1 weer
’Iy(Say A Py)sIy(Say ADy) X x gebruiken:
II :Vx(Iy(Sxy ~ Py)aIy(Sxy ~ Dy)) Ty(Sby APy)=...

Iy(Scy A Pj)-)...

Zquivalentie van III en IV is na loskoppeling e
i steeds nieuwe letters.

van de quantoren zuivere junctorenlogica:

IIT VxVy((Sxy A Py)a(Sxy ~Dy)) Schilderi.
¥y((Say » Py)>(Say ~Dy)) ‘Ix(Sx  Yy(Ky 3 Byx))
- (Sab ~Pb)+(Sab ~ Do) | 'Ka_
SabnPh P
'3 c.8c A¥y(Ky s Byc)
i Sat ~ Db Fr Sc
i Db . iV}'(Ky » 3yc)
"(Sab ~Pb) =+ Db " ! Ka = Bac
‘¥y((Say ~ Py) = Dy) P
Iv Vx¥y((Sxy ~Py) & Dy) ! Bac
¥y((Say ~Py) » Dy) : f iSc ~ Bac
(Sab APb) = Db ; iIy(3y ~Bay)
1 Sab ~ Pb [ :Ly(SyABay)
sab 'Ka 2 Iy(Sy~ Bay)
.’ ig ‘Vx(Kx =+ Iy(Sy~Bxy))
| IS):.b ~ Db Bissagos.
(Sao APb) = (Sab ~Db) r o9 (tAVx(Nx o <Fx))
'Vy((SayAPy) » (Say ~Dy)) 't = Ix(Nx ~ (FxvAx))
IIT VxVy((Sxy A Py) » (Sxy ~Dy)) r
Hotels. ,1A‘-1'x(...)
Vx(Hx « (Dx Aalx)) Pt
1 Ix(Hx A 2x) Vx(MNx » =Fx)
! He ~ 3¢ : 2
1 Ec b Ix(Nxa (FxvAx))
' :Bc -~ M¥e A(Fc vAc)
1 -
Hc a (Dec ALc) : FcvAce
:Dc ~Lc v Ne s SFe
:De SFC
‘Dc A Be “Ac
Ix(Dx A Bx) ‘ “Ac ~ aFc
‘Ix(Dx A Bx) o Ix(Ax A «Fx)
L.(\Jx «=Fx)

177 2 ).
viastiil zie *:. ) r = Tx(Hx A<Fx)
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Afleiding van de formules uit de guantorsnlogica op blz.’}6 e.v.

We korten al: YP voor YxPx, IP voor IxPx.

afleiding de laatste rege
formule met dat nummer.

Ook laten we al zauw in een genummerde

1 weg; hierop behoort te staan de zonder aannamen afgeleide

1 }13 b ~Ty(PysVP) 5| l<Iy(IP s Py) Boom bij zaaf Vy(PysVP) enz.:
1! Pa ! | Pa 9 VP t i IP 5 Pa
VP » Pa | I_y<pf-vp> | EE s ey BRIV v Wy (ER 5 B
: . | iy-.( v v iy-'( )
vy(VP » Py) | N
! ! (Pa » VP) o (7P s Pa) H(Pa - VP) v Vv -{(iP -2 Pa)
2, |Pa L3 A Pa v IP
i Pa IpP
2! |IP | - ; Pa -¥P v Pc
Pa » IP ; | 0 4P v -Pa
Vy(Py » IP) | VP | ¥-P -Pb
--.Iy(Py - VP) i &
3 VP lTy(Py + VP) | VaP 6; ¥xr ' oidxr
kﬁ; L & 5 Lunnen wat | | aPe T ! =
TP SRS S X ier 4 tr
vlugger bij gebruik X X P P
maken van 11-14 ‘ voor 4 neem . T T
=X Iy(IP » Py) f iVxr Txr 3 r
11-14 zie blz.‘lb X jr 3 Vxr r
‘ - |VXr &3 r 1 Txr
15|YP 16 {«IP 17 ZP 18!-V-P 2y Txr
;:I-\P '<VP i 1¥=P O T oiP r Ixr
{ 1=Pc e L [vaP 12 e
| P P E . Pe P Boom bij omgekearde van 23:
| | (P L4=7P L2 -~IP - .
l l !-xz-\P iYP Lo i=Pc !:.P IPAIQ \ '
| .z-p L Lvap ~I(FAQ) v
P fmde ; AL .
[ Py ¥-(FAQ) bron
j=IaP | I=V=P
VP IF v
Pa
21 ‘V(PAQ) 22 YPAVQ 23 I(PAQ) 2k, VPAI9 25 nmet zo Ic
iPa ~Qa VP . Pc nQc qP o)
‘Pa iPa i |Pc I -(PanQa) v
|YP vQ ; ‘IEP 8¢ (Pt A Qb) v
132 a | 1Qc 2 N
vQ Pa ~Qa CER ! Pc -Pa -Qa
IVYP AVQ V(P AQ) IPA~ IQ . {PcaQe x / O\
| TP~ IQ P Z(PAQ) -Pb Q%
ZT(PARQ) X
2t1Z(Pv Q) 27:IPv 3IQ 23{VP v ¥ Boom bij 28 omgekeerd:
iPc vQc . 2B i WP bron  Y(PvQ)
Pc | | iPc | IPa v =(VPuvQ) 31 ¥(PvQ) i anders:
1P . | |[PevQe | PavQ@a 'V -VP L =GReIQ) |
P I0 ‘ L 1Z(PY |l V(PvR) v -VQ T | | =Pa
, 1I(PvQ) (. LV %P | 1=IQ Pl
.‘% | 10 | %_g— v IR ! iI-P : | Pavaa
o3y - A i
B M R om0 E
Ir. IQ i "Pdv Qd . V(Pv Q) = LT e
2 0 R I M e L gPvER
3P ) V(PvR) v Pby@p L Pev@e 2
f 6§~¢Q)“ Pa LQa C Qe . =-Pa
= Pl Pb Qb YR U pe
bl i : | =elC :VP
. YPviQ | ypviIQ
26 cn 30 raan net als 27, naar kunnen ook W.2.V. 3 22 D IVPVIQ |
. ¥P v iQ
junctorenlogica: VP & IP dus (YPvIQ) » (IP. I3) enz. Pvi

32 net als %1,
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Het is dikwijls mogelijk om de afleidingen iets te 'versnellen'" door gzebruilk te
maken van regels die misschien niet genoemd zijn in hoofdstuk 1, bijv.: Is A — 3 alze-
leid, dan mag ook als afgeleid beschouwd worden (A A~C) — (BaC), (AvC) = (3vC),
(3=C) =4 (A=C), (C—a) = (C—B) (voor de laatste twee zie ook nog blz.715 oandzraazn).
Verder: is uit Pa afgeleid (desnoods alleen met behulp van junctorenlogica, om weiliz
te staan) Qa, dan kan uit YxPx resp. IxPx worden afgeleid YxQx resp. Ixyx. (2Zell doexni
We zullen deze versnellingen aangeven door puntjes. Wel moet worden opgemerkt, dat w:
op deze manier vaak een 'constructieve' afleiding vervangen door een 'klassiecke™.

33 ¥(P 3 Q) anders: 35 V(P = Q) anders: 36 I(P 5Q) anders:
l—— N o IP oo l?EE cee
‘ V(<P Q) = V(=P v Q) K Z(-Pv Q)
] I-PvVQ 32 I VP viIQ 31 | | PcaQc I-PvIQ 26
. ‘Pa-aQa... o iPc 5 Q¢ ... |2
| Qa -VP vVQ Qe -IP v 3IQ D 1S -¥P v IQ
; ‘VQ VP » ¥Q RE i) IP = IQ | Qe VP s IQ
’ 4 ¥Q L IQ PEIQ
P » IQ 17Q
VP & IQ
37.ZP + ¥Q anders: LOIVP 4 IQ anders: anders (analoog tlz.14):
" pa ~IPv VQ T ai(P-aQ) 0 =I(P Q) 1-I(P 4 Q)
, Ip , V(P a4Q) 12 . ¥P Cova(P s )
Pl V=P v VQ | 1=(Pa 5 Qa) | ! 1 P
Poive v(-PvQ) 23 . Pa C i IQ L =YPVvIQ
. Qa - 1-Qa L 9c L =¥P il
‘Pa 2 Q V(P s Q) VP b .Pc-;Qc D1 | iE-P 24
"Y(P + Q) V- TR 2P 3
A =19 11 oI s, 3 ; -w(P"-ch
3% en 39 net als 40 k 2 1 o(PeaQe) i-qc
L0 versneld: - IQ I -YP L. Pe LX
YP 4 I9 ==Z(P 4 Q) | 'I-P L % X
i 9¥P v 10 I(P s Q) . aPd X
=E .| |Pds3c¢ Duns X Neem voor X
I(-P Q) 26 L (¢ ~) B ¢ =(P + 2)
Deee P I(P = Q) X
Ia:(P nd Q) ;-v-sz(P - Q)
»i(P -3 e(,)
Op blz. ’1§ had nog wel duidelitk zezezd kunnen worden dat er a.h.w. nog zen pl
van links naar rechts op elke regel druks !:an lopen; wezans 3 YX. - Ex...
De formules 41-56 kunnen ook met behulp van 6 en 21-32 worden afzele ook
hier kan ecen klassieke afleiding in plaats van sen constructisve optreden.
L1 . ¥(r ~P) anders: 43 I(r »P) anders: LS y(rvP) anders:
['raPa  VraVP 21 " raPc IraIP 23 | a(r v VP)
r Yr Cir ir {ofer V(ar 5 P)
! Pa r 6 } ?Pc r 6 {1 aVP Var & VP 33
| VP VP ¢ 3P P Lo
b2  raVP  ravP ©iraTP ra3P . ‘rvPa -r 5 YP
Pr r LL'r AIP © Pa mtp
VP ¥r 6 ‘T T . 'YP rvVvE
. Pa VP IF Yr 116 {a=(rv VvP)
r ~Pa Vr AVP . Pc 3Ir Le r vVP
b1 "v(raP) V(raP) 22 .12 Vr ~IP ; |r"
t 'raPc I(raP) 24 I irvPg ¥rv VP
tI(r~ P) Lo V(rvPp) 2
43'I(r AP) 3 v ®)
.Pa
irvPa
‘rvPa

L5y (xvP)
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47:3(rvP) anders: 49'¥(r 5 P) anders: 51iI(r 5 P) anders:
| rvPc IrvIP 26 It r
b B ces N V(arv P) 1 I(arv P)
., irvIP roIP i ;r 3 Pa arvVP 45 r $Pc  arvIP 47
| pe |Pa r 9 VP | 2 .os
‘ ) VP Pc r » IP
! irVIP S50ir 4 VP , IiP
l ir -rv VP EP
'r vIP E ol 52!r 4 IP
L3irv 3P | VP Varv VP " =I(r 9 P) arviP
T i;.viP iPa V(arvP) 28 Wa(r 9 P) I(arvP) 48
rvPa I(rvp) 27 r s Pa ces ln(r s Pa) ...
| 1Z(rvP) d 49 .¥(r 4+ P) v(r 3 P) LoIr I(r 5 P)
‘ : f-Pa
| | ZE | WaP
i { f'_P_C ;-IP
] irvPc I ,1'
; izéi(rgsp) i 1IP
L? ‘E(I‘VP) ‘-ﬂ-tI(I’ - P)

51 I(r 2 P)

53 V(P s r) anders: 53.3(P > r) anders: 57 ¥(D s r) anders:
= ki TIWE I ar 53
£ \Pc. V(r v -P) " I(rv =) . Pa YP < IF zaaf 3

i1 rvVaP 45 i Pcer rv3iILP L7 P VO 9 r
;i Pc o ... 2 cee | :?a s r
oo rv aIP Pc rv avpP
‘v . o r ces 'YP 4 r
', - 3 ! F = J
SAIE%E%TE :ng ; 561VPr4 . VP Boom bij 57-omgekeerd:
‘'IP ves =I(P « r) -VZvr YP ar v
1 rvVaP S ¥=(P ) ... V(P ar) v
RS V(rv -F) LE ;-(Pa +r) rvial i-v( ) v
P2 s r ces  Pa I(rvar) 48 -(Pa s r) v
53.¥(P » r) ¥(P 5 r) DovD Pa
Lar I(P 4 1) -r
11 —
| VD mtt R T
'-V-DI(P > r) -‘L;; M x
551I(F = r) -
S53IIP 2 r anders: Boom bij 50-omgekeerd:
. 12I(P s r) =IPvr -
V-G ... Eany
! '5(Pa 9 r) rvvap . v
I 'Pa Vv(r v-P) 46
; !-tl" ee e ;r
) V(P » 1) &
i I(Par) 3 _Fear v
bl . Pb r
la=I(P 5 1) %o:ter: ) X
:E(P a r) s(;’ - I‘) 5£+
g I(P s r) 3

Dc mastiff van blz.l} nr.5. iden moet herkennen: type van I is V(ii 5 (r » .)), van
II: V(r » (M s .)); dat wordt na loskoppeling commutatie (blz.3). Anderziids iz
van type V(r » F), IV: r 5 VP; deze zijn cquivalent volgens 49,50. Wat II cn
bvetreft: het stuk achter de cerste gquantor is Vyly = Mx resp. Iy(Qy = Fx); dc
zedeclten (na vervanging van x door a) zijn equivalent volzens 55,50, en daarna tomt
de equivalentie van II en III zelf (vergelijk .i 7 bovenaan).

is
III
z

<
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In de figuur van Xuratowski op blz. 18 zit meer dan in de formules 61-65 is

aangedg
v,If R,

ven; men vindt bijv. onderaan nog IyVxRxy — VxIyRxy van type I,V
, en dat is anders dan 52 die van type I.¥'R,! = V¥
nieuwe formule 62' afzonderlijk afleiden, maar o0k zC zo te werk gaan:

2 R, ic.

_J -
Men lan die
schrijf Syx wvoor

Rxy (die letters overal in Rxy verwisselen) en pas dan 62 toe op S i.p.v. R.

6L YxVyRxy 65 |IxRxx

. Boom op 62-

61| ¥xVyRxy 625va13;x 63 | IxIyRxy
{ YyRay . ’ i c|IyRey 'YyRay
Rab ! Rca | |7 dRed | Raa
| ¥xBxb | TxRxa bl [ExRxa VxR
iVnyny ! TxRxa f ; i TyIxRxy
omgekeerd [Vnyny ‘ IyIixRxy
net zo :IyIXRxy
66! VxVy-Rxy anders 68 | IxTy-Rxy
'IxIyRxy noem X  'van bimnen uit" | VxVyRxy (X)
" a;IyRay Vy=-Ray P
| |biRab -IyRay 11 Co|ar Iy-Ray
N Vx-IyRxy & i bi-Rab
g ; lVy~Ray ~IxIyRxy 11 ! i 2
Lo quab } | iVyRay
J ’ i wX : ' iRab
PoaX : TS ¢
n e
i X =X
67 |-IxIyRXy  anders: 69 -¥xVyRxy
t iRab Yx-IyRxy rix-vnyy
' |TyRay  -IyRay ¢ =¥yRey
|IxIyRxy  Yy-Ray Iy-Rcy
11 XY 7Ry di=Rcd
| =Rab _ iZy-Rey
|Yy-Ray Ty-Rey
66 ' Vx¥y-Rxy IxTy-Rxy
65 TxTy-Rxy
721 ZXVy-Rxy anders: 70 ¥xIy-Rxy anders:
P ¥xIyRey (X) Vy-Rey - IxYyRxy (X) Iy-Ray
| ’1 ,~LyRcy ; ; \VyRcy ~¥yRay
0 ! c{¥y-Rey Ix=IyRxy i |1 Vx-YyRxy
! 2 Ix~Iyxy % i \Ty-Rey -IXVyRxy
1 ‘ Iyley -VxIyRxy i \~VyRey
[ : I a Rcd i =X
P 'quRcy qX
1 | |-Red 71, ~Ix¥yRey
1 | | I=X I¥Yx=-YyRxy
Pl |~YyRay
| =X Iy-Ray
73{ -VXIyRxy 70 {VxIy-Rxy
IXquny
| 1~IyRey
! iv§:§E§ 76IIP\/VQ
| IXVy-Rxy : £
72 1 IxYy-Rxy . ¢ Pe
. 1 iPcvQa
74:IP A YR 75 iVyIx(Px ~Qy) b Yy(Pevey)
-IF 1Ix(Px ~ Ga) b Ixvy(Px v y)
'YQ iIP AGa . L3 CoIxvy(Px v Qy)
= i e
v ya S~
F:Y ‘\\‘/‘\ ’ :Qa
e "9 'Pb via
reala IPAYR Yol |
Fy(Pc ~ Q) 7y{io v Qy)

Ixvy (P~ 3y)

Ty (Do )

M

Iayv(Tx v

Tt \"‘v v \v)

28~

i

| iRcc - omgekeerd:
| [IyRcy | VyIxRxy bron 1
l1IxI:Rxy i «IxYyRxy Vv
]InyRry i Vx=VyRxy bron 2
1 IxRxa v uit 1
§ Rba
" a¥yRby v uit 2
anders: ?Iy-Rb§ v
¢ Iy-Rzy : -ﬁ%c
HVyR sy !
' ‘v.. Bron 1 cn
Ix=-Y7Rxy 5 b en o
Ix-VyRxy € opoen
Tl * toepassen;
~VxVyRey =
cnz.
anders:
IxIy-Rxy
en deze
kan meteen
eruit
77 1I¥YyIx(Px v Qv)
: -(.A.PV Vf\j
: l-ylp
| }qVQ
i
i I;X(P vQa)
o lIP vQa 47
| |Qa mtp
Ci¥Q
4= (IP v YY)
TP vV
7¢ VP 3 VQ

-lx‘-’v(x—x-yn 2
¢Vxﬂvy(Pxeyy
. 1a¥y(Pa s Qy)
b Zy-(Pa 4 Q)
¢ =(PasQc)
.Fe.
i taQc

E i :E‘lQ

"4 y
jul

]
J“)

ﬂVQ

1

;VQ
~=IxYy (Pxa0y)
IxVy(Px = )



79-85 gever geen enke

Beperkte guantoren.

' YP i P
T e
} l 1 | Pc
Pa i 1IP '
'Ua 3 Pa TP ‘
|Vx(Ux 5 Px) t
{
UP 1U$
IU
Te_
Vot
Tc + Pc
‘2
|Pc

Uc A (VUP + Pc)
'Ty(Uy A(VUP = Py))
in(vUP s Py)

IV - in(VUP s Py)

|
|
|
'|
; VUP-)Pc
|
I
|

10

Bomen bij 4 (3gl.3)
blijven open:
-‘_V(Py - YJP\
~*y(UyA (Py » VUP))
Vy-v( )
-.(Uaf\ (Pa - Y -))
—
-Ua \ .o
Ook bij 'l(iU > EU
IU
Uc
-»10}’(.-)

enz.

v(..))

M

Ue.
i2

[Ue s r
ir

>

|
[
[
|
|
|
i (V,r 2 r)
v

|

|

|

I

|
C Y
6UITT 5

d.i.

enz.

‘.11t\-!e:"}::m,>

1y ly WP 3 Py)

le moeilijkheid (30,C5 klassiek).

Zelf doen:

2U Ua + (Pa o IUP)
2'U VUy(Py > IUP)
2"U IU -

v
va - ( UP » Pa) 1"U kan korter met

30t
IUAVUY(..> -

ivy(..)

6U: oF
(en dus IUr > Vur) zelf doen;

met D1 komt dan ook

IUr s renrsY

IU s (IUr 3 r) enz.

Voor de andere stukken van 6
moet "I.U— " geplaatst worden:

IV » (r 9 EUr) zelf doen;

Met 1 c
Met ]U' IU v, 2

11’1‘3| 21-28v 31‘33s 35'379 L!»O,
ka-k7, Lko-51, 53-55, 61-73
waarvan klassiek 14,16,1C,31,32,
4o,b5,69,71,73.

Bij 29,3013“333939’411L*8152356"58
blijven de bomen open; na voor=-

plaatsen van "IU — " worden ze
afleidvaar (33,39,52,56,5C klassiek)

voor resp. caan

29U is IU —= ((vUPv:,.Q) - I, (PvQ))

-25 blijven vraagstulken zonder

-29-

in(Py B IUP)II

Precies éé&n:

I, IP AVyz(Py APz —> y=z)
|IP
1¥yz(...)
1 Pc
13
|Vz(Pc APz —> c=z)
{Pc vz( . )
1 Tx(Px ~ Vz(Px~Pz 4 x=2))
Ix(Px A Vz(Px A Pz = x=2))
Pc aV¥z(Pc ..)
' Pc
EVZ(PC/\PZ - c=2)
| a=c
| iPc
I

- Pa
: j;a':c"‘i Pa
! : ;23;
| i . Pc
I i+ PcaPa
Vz(Pc APz = c=z)
PcAaPa = c=a
! ! c=a
L og=e
'Pr = a=c
I Py = a=c
i 'V (PVHV-C/
I Ay(Py = y=x)
‘XV'(PV « y= xg
y=c

. Yy(Py &5 y=c)
il Pa ¢ a=c
| ' Pb 4 b=c
| ‘Pa = a=c
L ja=c
| | Pb = b=c
| 1 ob=c
| .a=b
f ‘Pa A Pb — a=b
\IP
Par\Pb - as=b
IVz(PaAPz — a=z)
{VyVz(Py ~ Pz — y=2)
I1.IP~Vyz(Py APz — y=z)

Merk op dat II equiva-
lent is met

Ivapy(Px - x=y)



AANHANGSEL B

Technische Hogeschool Delft
Onderafdeling der
wiskunde en informatica

INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (al27 C)
woensdag 19 mei 1982
9 - 12 uur

Bewijs in het systeem van Fitch de onderstaande formules.

3. 7 (A v B)e (CAATB).

b. (A= B)e (AATB).

Zij gegeven de formule F: [(TA v B) A (B=C)] = T'[A AT7CI.
3. Laat door middel van de zg. boommethode zien dat E=F .

b. Construeer door middel van de onder a gevonden boom een volledig
bewijs van F in het systeem van Fitch.

De zg. Sheffer stroke / is gedefinieerd door: A/B is waar dan en slechts
dan als A en B niet beide waar zijn.
Druk v,™, A en = uit in de Sheffer stroke (dat wil zeggen probeer -

formules, waarin als enige connectief voorkomt de Sheffer stroke, te
vinden die resp. equivalent zijn met AvB,™A, AAnB etc.).

Bepaal een welgevormde formule F uit de

propositielogica waarin uitsluitend de
propositievariabelen A,B en C voorkomen
en die bovendien voldoet aan de bij-

H.-Joo:p—-..-loo w
'S
T

OO OO |6

gaande waarheidstabel.

(I fo X o Yo No il &
O OO0 |

Fs G en H zijn welgevormde formules uit de propositielogica.
2. Bewijs de volgende metastelling:

F, G = H dan en slechts dan als k&= F - (G- H).
b. Geldt voor het systeemvan Fitch ook:

Fs, G — H dan en slechts dan als = F - (G - H),

Licht Uw antwoord toe.
ZIE VOLGENDE BLAD !!
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INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (al27 C). Blad 2.

6.

Gegeven zijn de volgende formules. Als een formule afleidbaar is, geef
dan een afleiding in het systeemvan Fitch, als dit niet het geval is
geef dan een tegenvoorbeeld.

3o Wx3yP(x,y) = WyaxP(x,y).

be Wx[P(x) = Q(x)] - [¥xP(x) - 3xQ(x)].
Co WXTP(x) & T 3xP(x) .
do 3XTP(x) & TVXP(x) .

Toon aan dat de volgende redeneringen korrekt zijn.

a. ledere student is leergierig. Jan is niet leergierig. Dus Jan is
geen student,

b. Sommige pati&nten houden van alle specialisten. Geen enkele patiént
houdt van een kwakzalver. Dus geen enkele specialist is een kwakzalver,

Bewijs in het systeem van Fitch de volgende eigenschappen van de gelijkheid
(reflexiviteit, symmetrie en transitiviteit).

a. Wx(x=x).

b. WxWyl(x=y) = (y=x)I.

Co VxWYZ[(x=y) A (y=2)e=.(x=2)].

XXXXXXXXXX XX XXX XXX XXX XXXXX
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" Technische Hogeschool Delft
Onderafdeling der
Wiskunde en informatica

|+
.

I~

jw

|

jon

INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (a 127C)
vrijdag 13 augustus 1982
14 - 17 uur

Bewijs in het systeem van Fitch de volgende formules (propositielogica).

a. (A9B) « (7A v B).
b. (AVB) &7 (TAATB).
c. (A=+B) = ("B>7A).

F en G zijn willekeurige formules uit de propositielogica en % is een
voegteken of logische operatie dat gedefini€erd is door: F % G is
equivalent met 7 (F V G).

Druk 'F, FVG, FAG en F=G uit in zo eenvoudig mogelijke formules
die hiermede equivalent zijn en alleen de steroperatie bevatten.

. Fen G zijn willekeurige formules uit de propositielogica. Bewijs van

de navolgende beweringen de juistheid of de onjuistheid.

Als k= (FAG) dan = F en k& G.
Als = F dan &=7F,

Als k= (FG) dan = F en = G.
AlseF en =G dan F (F—6)

e jo |o |
L] L] Ll

Gegeven is de formule F: (A9¥B)A (B»C)A (C>D).=>.(A-D).

a. Toon aan door middel van de boommethode dat Mm F.
b. Construeer door middel van de onder a gevonden boom een bewijs
van F in het systeem van Fitch,

Ga na of de navolgende redenering correct is. Het antwoord moet van een
een bewijs zijn voorzien.

Het is een bekend feit dat als een mens geen troglodietis, dan is hij

niet frabig; men erkent ook algemeen dat alleen als iemand geen essentialist
is, hij suprapuntaal kan zijn, Niemand kan natuurlijk en troglodiet en
fijnig zijn, en men moet Of essentialist 6f frabig zijn, Of beide.

Hieruit volgt dat Dorknoper, die zonder twijfel suprapuntaal is, niet
eveneens fijnig kan zijn (0.B. Bommel).

ZIE VOLGENDE BLAD!
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INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (a 127C). Blad 2.

Gegeven zijn de volgende formules. Als de formule afleidbaar is geef dan
een afleiding in het systeem van Fitch, als dit niet het geval is geef

|on
L]

dan een tegenvoorbeeld.

XYy P(x,y) v Jy Vx P(x,y).

. Vx R(x) € 7 IxTR(x).

- (VXP(x)*Ix Q(x)) = Tx(P(x)=>Q(x)).
Yx(A(x)6B(x)) —> (I xA(x) @IxB(x)).

la o |o (e

I~
L]

Toon door middel van de boommethode aan dat F= Al-» (A2< X). De formules
Al, A2 en X zijn gegeven door:

Al: ¥ x(A(x)=B(x)) , A2: 3Ix(B(x) A C(x)) en X: Ix(C(x)ATA(x)).

8. Bewijs dat Ix(P(x) ~ Vy(P(y).=.x = y)) een geldig gevolg is van
VxVy(P(x)AP(y).=>. x = y) en 3xP(x).

XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
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INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (a 127 C)
dinsdag 18 januari 1983
14 - 17 uur

Bewijs onderstaande formules in het systeem van Fitch.
2. (A-B)=("A-B.—.B).

b. (A-B)V (B=>C().

c. T(AVB)e(TAATB).

d. 7T(A-B)->(AATB),

- A,B en C zijn willekeurige formules uit de propositielogica, P(x)

en Q(x) zijn willekeurige formules met vrije variabele x.
Toon van onderstaande beweringen de juistheid of de onjuistheid aan.

|

- Als A,Bl=C dan + (AAB)=C.

b. Als = (AVB) dan = AA7B 6f E=TAAB.

.+ Als EVX(P(x)AQ(x)) dan E=VxP(x) &n t=JxQ(x).

d. #ax(P(x)vQ(x)) dan en slechts dan als &= 3xP(x) &n = 3IxQ(x).

o

Toon aan dat onderstaande redener1ng Juist is (in het systeem van Fitch).
Als het b113ft stormen dan zal het waterpeil van de Schelde stijgen.

Als het b1ijft stormen en het waterpeil van de Schelde stijgt dan wordt
de brug beschadigd.

Als de brug beschadigd wordt dan is verkeerscapaciteit van de

rijksweg te klein.

Of de capaciteit van de rijksweg is voldoende of Rijkswaterstaat

heeft een fout gemaakt, maar niet beide.

Dus Rijkswaterstaat heeft een fout gemaakt.

A, VxB(x) en C zijn formules zonder vrije variabelen waarin de naam
p niet voorkomt.

3. Bewijs dat uit ARTYxB(x) en A,B(p)—C volgt ArC.

b. Toon aan dat het onder a gestelde niet juist is als de naam P

voorkomt in de formyle A.

ZIE OOK DE OPGAVEN 5,6 en 7!
-3y~




5. Gegeven zijn de formules P1, P2 en C.
P1  VxVy(R(x)AR(Y).=>. x=y),

P2 1Vx-'R(X),
C I x(R(X)AVYy(R(y).V . x=y)).

Bewijs dat de formule (P1AP2)-3C afleidbaar is in het systeem van Fitch.

|ov
L]

Zij gegeven de volgende redenering.
Alle Nederlanders zijn mensen. Alle mensen zijn feilbaar. Van Agt is
een Nederlander. Dus niet alle Nederlanders zijn onfeilbaar.

a. Toon door middel van de boommethode aan dat de redenering juist is.

b. Transformeer de onder a verkregen boom in een redenering in het
systeem van Fitch.

7. Bewijs de juistheid van de onderstaande redenering.in het systeem van Fitch.
People are prejudiced against anyone who is liked by someone they

dislike. But nobody is prejudiced against himself. So people don't
like anyone who dislikes them.

XXXXXXXXXX XXX XXX KXXKXXXXXXXXXX
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TECHNISCHE HOGESCHOOL DELFT
Onderafdeling der Wiskunde & Informatica
Vakgroep Informatica

Julianalaan 132

2628 BL DELFT

TENTAMEN INLEIDING MATHEMATISCHE LOGICA (a 127 C)

vrijdag 17 juni 1983, Mijnbouwplein
14.00 - 17.00 uur.

Bewijs onderstaande formules met behulp van het systeem van Fitch (A en B
zijn willekeurige formules uit de predikatenlogica).
N.B.: In de afleidingen mag alleen gebruik gemaakt worden van de in dit sy-

steem toegestane afleidingsstappen.

a) (A - B) «+ (1B -ma).
b) a(A v B) -+ (1A AAB).
c) Av (A ~»B).

d) (AR =-B) v (B~=»2).

De Shefferstreep | is gedefinieerd door: A|B is

waar dan en slechts dan als A en B niet beide
waar zijn. Bepaal een welgevormde formule F uit

de propositielogica, waarin uitsluitend de Shef-

- = O O|wv
» O +» O|1

- O O w»|Im

ferstreep en de propositievariabelen P en Q (en
eventueel haakjes) voorkomen en die bovendien vol-

doet aan bijgaande waarheidstabel.

Toon door middel van het systeem van Fitch de juistheid van onderstaande re-
denering aan:

Als er 80 wagens beschikbaar zijn dan kan het vervoer naar Amsterdam doorgaan.
Er moeten 10 extra personeelsleden beschikbaar zijn of het vervoer naar Am-
sterdam gaat niet door. Of er zijn geen 80 wagens beschikbaar, &f er zijn geen
10 extra personeelsléden beschikbaar, maar niet beide. Conclusie: er zijn geen

80 wagens beschikbaar.

P(x) en Q(x) zijn formules uit de predikatenlogica, waarin x als enige vrije
variabele voorkomt. A, B en C zijn formules uit de propositielogica. Ga na
of de volgende metabeweringen juist of onjuist zijn; geef steeds een bewijs

of, respectievelijk, een tegenvoorbeeld.
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a) Als Af=B en B|=C dan |—((A > B) A (B =C)) = (A ~0C).
b) Als |=Vx[P(x) A Q(x)] dan |=VxP(x) en }-VxQ(x).
c) Als |:=A onjuist, dan |==-:A.

Sommige Amerikanen zijn beroemd. Alle beroemde mensen zijn bekend. Dus sommi-

ge Amerikanen zijn bekend.

a) Toon door middel van de boommethode aan, dat deze redenering juist is.
b) Transformeer de onder a) verkregen boom in een redenering in het systeem

van Fitch.
Gegeven zijn de volgende formules:

F,: Vx[Q(x) =» P(x)] v Vx[R(x) = aB(x)].

1

F,: Ix[R(x) AQ(x)] = 3x[Q(x) A (P(x) v aH(x))].

Bewijs dat de formule F1 - F2 afleidbaar is in het systeem van Fitch.
Geef van elk der onderstaande formules een afleiding in het systeem van Fitch

of toon aan dat de betreffende formule niet afleidbaar is.

a) Vx3y P(x,y) = 3yVx P(x,y).
b) 3Ix AR(xX) = +=Vx R(x).
c) Ix[Aa(x) = B(x)] = [vx A(x) - 3Ix B(x)].

A(X) en B(x) zijn formules uit de predikatenlogica (met x als enige vrije va-

riabele) waarin de naam a niet voorkomt. Bewijs dat
uit Vx -1 A(x) I—Ex B(x)

en B(a) |—-c
volgt =13X A(x) }—cC.

_1/6..
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In bewiljzen met behulp van het systeem van Fitch mag alleen gebruik gemaakt

worden van afleidingsstappen die in dit systeem 2zijn toegelaten. Grotere

stappen moeten (tenzij anders vermeld) apart bewezen worden.

1.

3.

Bewijs onderstaande formules in het systeem van Fitch (A, B en C zijn

willekeurige formules uit de propositielogica).

a. (A+B) + ((B+C) >+ (A~+C)).
b. (A > B) + ((2A + B) » B).
c. (F1 A F2) + F3 met

Fl: (A +2B) A (B »3C),

F2: D + B,

F3: D+ (WAAAAC).

Ga na of de volgende formules afleidbaar zijn in het systeem van Fitch.
Geef steeds een bewijs in het systeem van Fitch of, als dit niet mogelijk

is, een tegenvoorbeeld.
a.Vx[F(x) v G(a)] <> [VxF(x) v G(a)].
b. ax[R(x,g) + dz3yR(z,y)].

c. Yx[P(x) A Q(x)] + [VxP(x)A Ixq(x)].
d. 3xVyP(x,y) + VyIxP(x,y).

Bewi js:

Vx[s(x) » H(x)], Vx[H(x) » M(x)], T(a) I YX[S(x) » M(x)]A T(a).

-1



4,

S, qbﬁm(x) en B zijn formules uit de predikatenlogica waarin de naam a
niet voorkomt. Bewijs dat uit

Sl:: '1VxAx en S,-1A(a) t=B

volgt

S |—s.
Gegeven 1s de volgende redenering. ledereen heeft een vader. Iemands

vader is zijn ouder. Dus iedereen heeft een ouder.

a. Vertaal deze redenering in het logisch formalisme van de predikatenlo-

gica.
b. Bewijs door middel van de boommethode dat deze redemering juist is.
c. "Vertaal deze boom" in een overeenkomstig bewijs in het systeem van
Fitch.
Bewijs dat onderstaande formule afleidbaar is in het systeem van Fitch.
H1 + H2
met:
Hl: Vx[P(x) + Q(x)],
H2: Vx[@y(P(¥) A R(x,y)) * 3y(Qy) A R(x,¥))]-
Vertaal onderstaande redenering in het formalisme van de predikatenlogica
en toon met behulp hiervan aan, dat de gegeven redenering juist is.
Alleen volwassenen en kinderen vergezeld van hun ouders zagen de show.
Alle volwassenen, die tot het einde bleven, vonden de show mooi. Arie zag

de show, maar hij vond hem niet mooi. Dus sommige volwassenen bleven niet

tot het einde of Arie was vergezeld van zijn ouders.

...17/8..
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Verbeteringen.

blz.1, regel 22 van boven moet 2zijn: neringen van ongeldire redeneringen te onderscheiden
(&) Jn g o 5

. 25 vy ¢ "e..)" wordt "bewerende volzin, propositie...)"
49 Vvoorbeeld VI: ... zijn Engelsen.

blz.2, r.7 v.b.:Men ziet dat in deze voorbeelden elke ... en conclusie tenminste
20 ,, '"niet of moeilijk" wordt "principieel niet"
blz.3, r.10 van onderen "Dat betekent ... anders:' wordt '"Deze term "impliceren"
reserveren we voor de metalogica, A impliceert B betekent daar:"
25 v.0. ... a+b, axb, a-b ...
blz.ﬁ‘, r.24 v.b. ... of van de nazen der (meestal ...
5 v.o. Toevoezen: Dezelfde bezwaren als tegen "implicatie'' hebben we (Quine,
Lorenzen, ..., ik) tegen de naam "equivalentie'.
? v.0. .. afkorting ..
14 v.o. (4) Eng.naam (Quine):
blz.sf Regelnummers toevoegen! Vak 3 = 1 t/m 9, vak A 10 t/m 16, vak v 17 t/m 27

Aan r.1 toevoegen: A + in r.22 Ockham, laatste schema _T_AJLQ__T
A -|-|AV-IB

blz.é, r.18 v.o. en blz.5, eerste regel na grote rechthoek: blz.3 wordt blz,3"
blzaz, formule 9: (A & (B = C))
Na formule 53: formules 7% en 9% zie blz.23, r.4 resp. 3 v.o.
blz.& T1) r.3 begint: bridge out
T4) Aan laatste regel toevoegen: De conclusie kan ''scherper'!
blz{?, r.1 v.b. Op blz.3 ... i
30 v.b. = 30 v.0. .. afleidingen blz.fdd: I (AvC) .. |Deze afl.staat op
tweede blad verbeteringen.]

-

29 v.o. B,C; IT A » .. [Afleiding staat blz.¥nr.3 )
26 v.o. doet); III A 4 .. 'e o 2]
25 v.o. omgekeerd; IV (AAB) .. - 0 1]

30 v.0. ... ; wWe mogen

9 v.o. A+ 3 blz.80r.1 v.b. ~(A+B) } ~(A o B)L

(A A aB)v(~A A B) A~ B A+ B J

blz.ﬁp Stukje historie: De boommethode werd in de zestiger jaren ontwikkeld door
Smullyan en gebruikt in de leerboeken van Jeffrey en Leblanc-Wisdom. Hij is
ontstaan als vereenvoudiging van de "tableaux" van Beth en de ''model sets' van
Hintikka.

blz.f} r.13 en 14v.b, Liever "klassen" i.p.v. "begrippen"

15 v.o0. ‘'zaten we ...zo; we' wordt '"was de quantorenlogica (predicatenlogica)
uiteindelijk terug te brengen op klassenalgebra. Dit is echter niet
het geval. We"

blz.12,en volgende. 3Senplaatsig, meerplaatsig e.d. i.p.v. eenledig, meerledig
blz.1Q, r.3 v.o. I Sommige a zijn b ...0...niet b Ix(Kx ~ qr/.lx)

4 vio. EGeenaisb Vx(ox = ~8x)
blz.f;, r.1 v.b. '"zijn gedaan' wordt "laten zich uitputtend behandelen"

3 v.b. dierestaart)

10 v.b. In de formule - - - vervangen door resp. A = A

10 v.b. ..I volgt. III uit II kan niet.) ..

vert.oef. Lb) laatste regel: my hat).)

5) vijfde regel: ~> Ax)). Maar
r.1 v.o. .. op blz.R¥)

-55-



Logica a 127 AC; verbeterinzen blad 2

blz.‘lt{’ oef.2) Schrap ‘‘daarna'
oef.6) regels 3 en 6: (Vy( wordt Vy((
blz.1%, r.26 v.b. Pas eens toe op: Ray is O=y (in de verzazeling der nietnecatieve
reéle getallen), of op: Ray is O.y = 1-1 (in de verzamelin; der
reele getallen); O is die a.
blz.ﬂ‘ tweede en derde regel na de rechtoek, schrappen: (twee ... nr.33)
r.4 v.o. ‘ler is 'n ding zodanig" wordt 'elk ding is zodanig®
blz.’lg, formules 41-42 .. VxPx)
Aan r.5 v.o. toevoezen: Geef een betere omschrijving. Bijbehorende zaai:
-I0 — V(0O = P), equivalent met Vx((Ox~ ~IyOy) — Px)
Antwoord: blz.A 10,
blz.'lf, r.12 v.b. ... conclusie Pa.
3 v,0. ‘'vier formules" wordt "drie deelformules"”
17 v.o. Ixy(Px APy~ x#y)
19 v.o. II Ix(... y=x)),
blz.20 r.2,6,7 v.b. 3 wordt 3"
fornules 6 resel 4: zedaan m.b.v. guodlibet 7
blz.24 r.1 v.o. 2% worat 31
Schilderij: Ix(Sx A Vy( cen
blz. 26 formule 33 regel 3: V(~PvQ)
formule 40 eerste anders, regel 3: VP
hlz. 2; r.5 v.o. 3 wordt 3"
blz. 2§, r.1 v.o. wordt I xVPy(y = X).

e Onderaan toevoegzen: Het beste antwoord op de vraag van blz.15 onderaan is:
Elk element van de ('n) lege verzameling bezit elle ei-enschap.
's In de afleiding bij "Precies &én" .
moeten de regels tussen nr,h(_l?_c_:_) Blz.7, voorbeeld I:
en nr.26 (Pa & a=c) worden (AvC) = (AAC)
vervangen: (2A ~raC) = =D
BvalA & C)
Pe 7
lPa ' E
‘P&I\PC -z(-wA'\-vC)
Vz(Pa APz — a=z) ‘:VC
Paa Pc = a=c ArC
a=c AABAC
Pa — a=c
Vy(Py — y=c) -(A & C)
Pc » Vy(Py =3 y=c) A+ C
Ix(Px AVy(Py — y=x)) (An=C) v (~AAC)
II 1 Ix(Px AVy(Py = y=x)) An-C -ArC
Pc AVy(Py — y=c) A -A
Pc -C C
Vy(Py = y=c) AvC AvC
Pa = a=c 1 1
a=c A AC A AC
Pc c A
Pa AABRAC A~B3aC (quodliveti)
a=c => Pa Ar3AC
Pa & a=c AnrBnC

- 56 -



